内容简介 

本书是学习实变函数课程的一本极好的辅导书，主要内容有：集合与点 
集、勒贝格測度、可测函数、勒贝格积分、微分与不定积分、 Z / (/ >>1) 空间等_ 
本书的编写顺序与实变函数课程的教材同步，部分依据北京大学出版社出 
版、周民强编的《实变函数》，使读者在学习教材的同时，可通过本书更好地归 
纳内容、释疑解难，并通过大量而全面的例题融会知识、理解概念、熟悉技巧 
和掌握方法.认真地学习本书一定能帮助读者学好实变函数，掌握实变函数 
的思想与方法- 




刖 


口 


“实变函数”是数学与应用数学专业的一门重要的专业基础 
课，是“数学分析”中微积分理论的发展与深化.“数学分析”主要研 
究定义在区间上的连续函数，“复变函数”主要讨论定义在区域上 
的解析函数的性质，而“实变函数”则将研究对象扩大到定义在可 
测集上的可测函数类，使微积分的理论得到在更宽松条件下的讨 
论与应用.通过学习实变函数，将使我们受到更为严格的数学训 
练，思维能力产生一个飞跃，分析处理问题的思想方法更加灵活与 
细致.但是，实变函数的概念性强、内容抽象、推理严谨、逻辑周密， 
使我们学习起来比较困难，思维难以展开，解题难以入手，所以我 
们编写了此书来帮助读者解决学习中的困难. 

本书的编写釆取与教材同步的方法.每节分为三个部分 ：主要 
内容，疑难解析，方法、技巧与典型例题分析.本书主要内容部分依 
据北京大学出版社周民强编《实变函数》教材 • 本书的特点是循序 
渐进地、扎扎实实地从理论、思维、方法上帮助读者消化知识，理解 
内容，学习方法，掌握技巧.特别是，作者利用大量的、全面的、难度 
恰当的例题，与读者一起讨论、分析、归纳、总结，从而达到融会知 
识、理解概念、熟悉技巧和掌握方法的目的. 

由于实变函数的习题难易程度相差很大，因此，我们只选了一 
些难度恰当的题目.在解题过程中力求分析深入、论证严密、概念 
准确、语言简明、方法多样、思路开阔，对于比较繁冗与过难的习 
题，请读者自行 修习. 由于实变函数主要进行理论研究，所以本书 
的例题以证明题为主，计算题的数量很少•更由于各种教材的内容 
和体系不同，因此解题的方法与依据也可能不同，请读者学4时注 
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作者在本书的编写过程中，曾参阅了同行们的一些著作，在此 
向他们 一一 表示谢意.本书的出版得到了华中科技大学出版社领 
导与编辑的大力支持和帮助，出版工作人员为此做了许多精细的 
工作，在此，作者向他们表示谢意. 

由于学识所限，本书的错误与不足之处在所难免，热忱欢迎读 
者与同行批评指正•希望本书能成为您的良师益友,欢迎您选用本 
系列丛书. 


孙清华孙昊 
2004年6月 
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第一章集合与点集 


第一节集合与集合的运算 

主要内容 

一 、 集合 

集合是按照某种规定而能够识别的一类具体对象或事物的总 
体.构成集合的这些对象或事物称为集合的元素. 

集合可用列举法或描述法表示，如 

A 二 {1，2,3,4,5}或 A ={ x -. x <6,. reN }. 

1. 对于两个集合 X 与万，若•: r 6/ l 必有: r 65, 则称 Z 包含于 B 
或召包含九记做 A 匚 B ， 或儿若且6中含有不属于 Z 
的元素，贝！ J 称^ I 是 B 的真子集，记做或 B ^ A . 

2. 设是两个集合，若 ACS 且 BCM ， 则称集合 A 与方相 
等，记做/1 =方. 

3. 设/是任给的一个集合，对于每一个 a 6/， 我们指定一个集 
合儿，这样得到的集合的总体称为集合族，记为{儿/称为 
指标集 • 当 / = N 时， {/ U 也称集合列，记做 M *}. 

集合可分为空集、有限集与无限集. 

二、 集合的运算 

1. 设是两个集合，则称集合或:为/〗 与 B 
的并集或和集，记做 AU 凡 

2. 设儿 b 是两个集合，则称集合 { ue / Ure 別为/与 b 的 
交集或通集，记做 an / i . 若 / in 六= 0 , 称/与 5不相交. 



交与并及其联合运算，有以下规律. 

(1) 交换律 A { jB ^ B \ jA , Af\B = Bf \ A ； 

(2) 结合律 /IU (^110 = (^115)1)0, 

( 3 ) 分配律 ^ n ( Buo =(^ ns ) LK ^ nc ), 

/Uj(5nc)-MU5)n(^uc )； 

以上规律可以推广到任意多个集合情形. 

(4) 幂等性 AiJA ^ ACACIA — A , 

空集是求“并”运算的零元 A [ j 0^ A i 

(5) 保单调性如果儿 C ； 艮(《6/)，则 

u 儿 cu 氏， n 儿 cn 凡- 

*6 1 ^ 6 / «6 / i 

3- 设山 B 是两个集合，则称集合 { uGA ， 工 为/与 的 
差集，记做(读做4减 B ). 

当 B 是/1的子集时，称是集合 B 关于4的补集或余集，记 
做 B c = A\B 或 ^ a B (幻 5)• 

乂 V 5 运算有以下性质：+ 

(1 MLM C = X ( 全集）， 

X , 

i 2 ) A \ B = Ar \ B c , 

(3) 若 ，则 A c CLB c ;若 A A B = 0，则 AC . B c . 

还有德 • 摩根 （De Morgan )律： 

(4) ( U > U c = n ^ - 

aei a^I 

(5) (n 儿 ) c =u 尤 • 

cei 

设 ,4,5 为两个集合，则称集合 (Z 
\5川（方\/0为4与5的对称差集，记 
图 1.1 做/!△丑，如图 i . 1所示,有下列 事实： 

A/S0~AtA/\,A^= 0 , A/\A C ==XyA AX = /l c , 

AAB = BAAAAAB^AC^AAiBAC), 





对任意的集合 z 与 J 5, 存在惟一的集合£，使得 £Zvi = 凡 实际 

上£=5^九 

三、上限集与下限集 

设 MW 是一个集合列，若 烏二 >/1 2 3… = M *3 …，则称此集合 

列为递减集合列.其交集 fl / U 称为集合列的极限集，记做 

*= 1 

lim 4 若满足 AC 次匚… C ： 息匚… ，则称 M !} 为递增集合 

i 一 oo 

列，其并集 D 瓜称为集合列 { A } 的极限集，记做 lim 儿- 

i — 1 

1. 设是任意集合列，令氏= LM *，^ = 1 ，2,…，则称 

Jt — 71 

HmB *= n n Cm * 

Jt *oo u = 1 « = 1 k^n 

为集合列的上极限集，简称上限集，记做 KriL 4,= 5 0^ 

Jt- 伞 00 n = 1 k^tt 

类似地，称集合0 G 八为集合列 { aj 的下极限集，简称下限 

1 A = n 

集，记做 

Ci Pm *. 

Jt—►oo rt — 1 k~n 

对上、下限集的运算，有 

(1) £ ： \Tn^yl* = Um(£M*); (2)E\VimA i = \Tm(E\Ak)- 

*-*oo jfr-—»->CV 

2. 若 Mi } 为一集合列，则 

(])11^4*={1 : 对任意自然数《，存在々(》7)，：^八} ; 

是 4 CO 

(2) Umi 4 jfe = {*r ••存在自然数 n 。， 当 k ^ n 0 时，:九}. 

k 

从而可知 

A k-^iyc 

四、集合的直积 

设叉，7是两个集合，称一切有序“元素对” ( x ， j ) (其中 
构成的集合为 X 与 Y ■的直积集，记做 Xxy，EP 

xxy =--{( x ,. y )：^ ex ,_ yty }, 

/ 




暑 




其中 (了，^)^ ( / ， y ) 是指 *2：=：^ ，: y = y ，xxx 也记做 x 2 . 


疑难解析 

1. 叙述€和(=的区别. 

答表示集合与其元素之间的从属关系，而表示集 
合与集合之间的包含关系.不能写成 ac = yM 旦可以写做 u } 
(=4,此时表示只含元素 ^ 的“单元素集”. 

2. 怎样理解集合族的概念？ 

答集合族也称集族，即若有任意集合 K 有限集或无限集) • 
如果对/中每个元素《，都有一个集合凡》与之对应，则所 有的九 组 
成一个集合（此时集 合儿作 为一个元素）称为以/为指标集的集 
族，记做或 M 丄 e /. 

集族即以集合为元素的集合. 

若 { AU / 是任意集族，则 U 儿是的并集， PI 儿是 

^6/ ^1 

M „ U ; 的交集. 

3. 怎样理解上限集与下限集概念？它们有什么现实意义？ 

答在利用点集分析讨论函数性质时，经常要用到上限集与 
下限集的概念. 

设烏，烏，…，儿，…是任意一列集合，则由属于上述集列中无 
限多个集的那种元素的全体所组成的集称为这一列集合的上限 
集，记做 limAi 或 UmsupA *， 即 

k 今 oo A-►CO 

limA = { x : 存在无限多个 A ， 使 

k-^OO 

而由属于集列中从某指标 / Kx ) (指标与; T 有关）以后的所有 集合儿 
的那种元素 I 的全体（即除去有限多个集以外的所有集合九都含 
有的那种兀素）组成的集称为这 一 列集合的下限集，记做 lim / U 或 

h -*■ f c 

liminM ； fr ，即 

— ： 当 (jt) 时 ，xG } ， 

* 4 • 



limA= fl LM*， limA=U fH 

>-►00 n = l k — tt ►oo 1 A = n 

我们来证第一个等式，第二个等式可类似证明.设 P = 

>-♦00 

Q=n 0^若： re 尸，则由上限集定义，I属于 M*} 中无限个集， 

« = 1 k = n 

不妨设了同时属于 At，i4* ，…， 4* ，… {k m <k m+ x，m = \，2, …、，故 

I 2 

对任意自然数《 ，当匕 时，: ^凡 4 匚0 A， 即 G 0力>，于是 

n n= 1 k^n 

PC：Q. 反之，设有3^0,则对任意自然数 Cl Z ▲，取是=1，因为 

k = n 

3^0儿，所以存在自然数々:，使3^九 1? 又因为0 A ， 所以 

*=i 1 A-Jtj + i 

存在自然数匕，使 jeAy 如此继续，得一自然数列 {/ U ， h < a 2 < 
…<紇<"-，而 y 属于一切八，故 _>， ep ， 于是 QC 尸.综合得 P = Q ， 

771 

命题得证. 

对任意一列集和任意集合 M }， 有 

= Hm (*S\/l *) ， 5\Hmi4^ — lim (S\Ak ) ， 

k—^ 00 务一 ►CO 

因为 

S\\imA k = S\r\ 0 ^= 0 ( 5 \ 0 ^*)(狄•摩根律） 

Jt—►oo /I = 1 k^n «~ 1 k = n 

=U H ( S \ A k ) — iim ( S \ A k ) - 

« — 1 A = n 

如果集列 M *} 的上限集与下限集相等，即烏 = 4, 

是一 ►CO 

则称集列收敛，集合 Z 是集列的极限，记做 A = lim 儿. 

走一 ► oo 


方法、技巧与典型例题分析 

对一门新的学科，重要的是理解概念，利用概念辨析问题、证 
明问题体现了对概念的理解和掌握的深度. 

例1 设是三个互不相同的数，且 z ={ r ，5， f }，£ = 

{ r \ s f \( 2 }， C = { rs ^ stjtr }. 若 /4 = i ^ = C ，证明 ： 0,5) = (1， u /， w 2 ) ， 

其中加 = ‘臺 （ 一 1 土 V ^3 i ). 




证 因为 = ，则有 

r+5+f = r 2 + 5 2 +， 2 = r5+rf + tr= 是， 

从而 k 2 =(r+5 + f) 2 =0 2 +5 2 +, 2 )+2(r5+M + 《 r) = 3 是， 

解得々 = 0 或 A = 3 . 又有 

rst = r 2 • 5 2 • t 2 = (rst ) z , 

所以 r# = l. 于是当 A = 3 时，为方程 

x s — 3x 2 + 3x— 1 = (x— 1) 3 = 0 

的根，从而解得不合题意 . 

当是 = 0 时， r ， s ， f 为方程 X 3 — 1 = 0 的根 . 解得： c = l ， x = 

— 1 土 V^^i) ，即 xt?= + ( — 1 士 V^3~i). 

例 2 设三集合山 5 ， C 有关系 A 匚证明 M 匚 C. 

证因为 4 匚仏 BCT ， 所以对 : re/ ， 有:又有于 
是 / 匚 。. 

例 3 设有集合泉艮 ( ：， 1 )，证明 

(l){A-B)f\(C-D)=iAf\C)-(B[JD)i 

(2> (a n uc= u uc) n u c> ； 

(3) Z — CB—O 匚 G4—5)UC; 

(4) M—B)— (C-D) 匚 04 — C) U (D — B); 

{5){A-B) \JC=A-(B-C)<^CC ： A. 

证 （ l):re (A-B)f] (C-LO ㈡ xe iA-B)Kxe (C-D) 
A B jx^ ： CD^=^x ^： A 0 ^ (^4 Pi 

C)-(BUD). 

也可以用补 集概念 来证： 

(A-B)n(C-D) 

= (a n ^ c ) n cc n i) c ) = no n (b c n o c ) 

=(^nc)n(BUD) c =(Anc>-( J BUD). 

(2Xr6 (Af)B)l)C^TeAf]B ^xeC^a-eA 且 ^r6i ? 或 
x ^C^.re^UC 且 : reBUC ㈡ ： r6(/\UC)n(BUd 


*6 






(3) X^ i4 — CB ― C)4=^j ： A. ijc^ B~A ♦ 

B 或 x6'/l ， :r6B ， <r6C<==>:rG*<4 — B 或 jcGC 
<=»x€ CA—B)\JC. 

由 x 的任意性，关系式 成立 . 也可用补集概念来证： 

^~(5-c)=^n(^nc c > c =^n(B c uc) 

= (y4DB c )U(^nc)c(AD5 c )Uc 
= (A~B)[jC. 

(4) 04 —JB) —(C—Z)) 

^(AnB c }f](Cr\D c ) c =(Ar\B c )C\(C c \jD) 

=(A(^B c nc c )ucAr\B c T{D)cz(Ar{(y ： )\j(B c r\D) 

=-(A-n[)(D-B). 

(5) 充分性因为 （A —S)UC=(Z —S)U(dRC )， 而 A — 
(B—C) = (y4 —J5)uc ， 所以 znc=c ，即 （ : 已 4 是等式成立的充 
分条件 . 

必要性若，则有工云。且工 €/4 ，从而 : r€C4 —j5) 且 xf 
A DC. 于是 jre (A-B)[J C4-C), 而 ：re (A-B) uc, 从而等式不 
成立，矛盾 • 

例 3 证明 An(Buo=(>inB)UMnc). 

证 （ znB)u(/inc) 

=[MnB)iM]n[c4nB)uc] 

n [(/uc) n (石 uc)]=^ n (万 uo. 

例 4 证明 Au(Bno=G4Us)n(Auc：). 

证 MU£)n ㈤ o 

=[04 ⑽ rM]u[04 ⑽ nc] 
=^u[(^nc)U(snc)]-4U(^nc). 

例 5 设 /l,= (0 ， t] ， i==l ， 2r*_. 诬明： 

oo oo 

(1)U A = (0,oo); (2)f!A = (0,l]. 

f — 1 i ― 1 

证 （ 1) 对每个八 =(0，，],/ = 1 ， 2 ， ”_, 有八 £(0 ，加），故[)凡 

r J 




麝 




Q(0,^>). 又对任意 xG (0，的），必有4€比使0<1<是，故1€ 

(0，是]=烏 qOa ， 所以 Oa 2( o , ⑺） • 命题得证* 

<- = 1 1 = 1 

(2) 设 : rf (0，1]，则工<0或： r > l . 若: r <0, 显然 ： cf f | A 

i=-i 

> 1 ，因为 16 ( 0 ， 1 )=九=>工 6 5凡、综合知，若 ie ( o ， i ]， 则 : re 

i=i 

oo 

HA 、 

1 

对任意 ; eN ， 恒有凡 =(0,02(0 ， 1] ，故 ^| 戍 2(0 ， 1 ].命题得 

I ― i 

证 . 

例 6 证明关于差集的若干 命题： 

il){A\B) = A\(A[]B)^{A[jB)\B i 

(2>An(B\o=MnB)\(^nc )； 

(3M\(JB\C) = (A\B) U M 门 C) ; 

(4) (^\B)\C=A\(BUC )； 

(5) (A\£)n(c\D)=(^nc)\(BUD). 

证 （ i )@ SA \( y \ nB )=(/ v 4) u ( A \ B )=0 UM \ B )= 
4\S ， 又 （ AUB)\S=(A\B)U(B\S) = M\2?)U0 = /lVB . 综上 
即知命题成立. 

(2) 因为： €^4 门 （ 5\C ) ，则 
gznc ， 所以 即 

AC\CB\C)d(AC\B)\(Af\C). 

5 ， iec ， 所以 : rezn ( 方 \c) ， 即 （ znfi)\Mnc)cAn(i5\c). 
综上即知命题成立 . 

(3M\(B\c)=4n(snr c ) r =xn (妒 uo 

^(Ar\B c )U(AnC) = (A\B)[j(Ar[C). 

(4)mvs)\c 

= Ar\(B[JC) c = A\(B[JC). 




(5 KA \ S > n ( C \/)) 

= Mn ^ c ) n ( cn ^ c )=(^ nc ) n ( B c n ^ c ) 

= {Af\C)f](B\jD) c =(Ar\C)\(B\JD). 

从上面几个例题我们看到，关于集合的等式的证明 ，一 般用两 
种 方法: 一种是由等式左边直接推出 右边； 另一种先证明等式左边 
的集合被等式右边集合包含，再证明等式右边的集合被等式左边 
集合包含，从而得出相等•显然，第二种证法易于办到，所以也是今 
后较多地用到的证法. 

例7设八 = [0 ， 1/ f ) = 1 ， 2 ，…， w . 证明： 

(1) U A = [0 ， 1) ; (2) fl 儿二 [0,1/ 饥 ）_ 

I’ = 1 (— 1 

证用上述第二种（左右包含的)证法. 

(1) 设 ：re Cu ,， 则有 “，，使: A n = [0， l//。）e 

I n 

[0，1)，即 ClAC ：[( M ). 

i — 1 

又:^^[0，1)，即1€冷(=0八，所以0凡〕[0，1)- 

l — 1 1 

m 

综上即知 Cm ,=[ o ， i )_ 

i ^ i 
m 

(2)设工€门儿，则对每个，，都有 A = [0, ]//)， 于 

l ~ l 

m 

是 A = [0,1/ 川），故 A AC [0， l/mh 

设 jrG [0 ， 1 /w ) ，即 0<. r < l / m ， 因为对每个/， l </< m ，都有 
l //> l / m ， 所以对每个 / 都有 [0，1//_)= A . 于是可知 ，』 _e 

6八，即(^八。[0，1/。. 

i~ \ i 1 

综上即知命题成立. 

类似可证下列命题，请读者一试. 

( 1 ) 设儿=[―1 + 1 /”，1 — 1/"] ，《 二 1，2,…. 证明 ： Cj 凡= 

， r- 1 

( — 1 ， 1 ) _ 




(2) 设儿 =(rt — l ， w]，，i = l ， 2".._ 证明： U A n —(0 , oo ) ，芦儿 

n=l f* = 1 

= 0 . 

(3) 设凡 =(1 —1/«，1/”）， m = i ，2，”、 证明： 0九=(—1，1)， 

«— 1 

门 A n = { 0 }. 

w — 1 

(4) 设儿 = (― 1 + 1/” ， 1 +1/”） ，” = 1 ， 2, …. 证明： f ] A n = 

*i=i 

[― i ， i ]. - 

例8 证明： 

<i)u(i, i )=( o , d ； (2 )n(^i,^±iU{ 1K 

rt== i\ n I n n 

证 （1) 令九 =( 去， lj . 显然，对任意 《6 N ， 有凡丄 ， ljc 

n \ n 

(0 ， 1) ，故 [}^1 = 0 —A CI(0,1)- 

n — ] — 1 \ H 

又对:(0，1)，即 0 < ix < C \ ，存在”。 G N ，使丄 〈: r<l ，即： r € 

n o 

^ 1 oo / 1 00/1 

5，I =/U。， 于是 y 士， 1 =U! 丄， 1 3(0,1). 

/ /I ~ 1 \ W j 

综上即知命题成立. 

M - 1 ft 1 

(2) ^ A n — ―; — ， 一 - — • 设 x 芒 { 1 } ，即: r#l_ 若 :r<l， 则有 

91 ’I 

« 0 eN， 使 j ：< i 一 +，故： eg： | 土二1,心±] j ，即 5 

n 0 I ”0 «0 / , Ji \ n 

打+ 1丨 

n ' 

又对 任意 ” e n ， 恒有 i 二 1 < i < ， g 卩 i e d oil j 

« n r nnj 

=1，2,….故 Pi 

«-i\ n n 

综上即知命题成立. 

例 9 设有集也与集族九， ^e /, 证明： 
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e\j( n/u 
1 


r \( EUA a )^ 


证因为若 xe £： u ( n ^) ，则 xge 或 xeriA tt ， 即: rG £： 或 : r 

< r ^ I I 

e 儿（。€/)，于是了€£ 11 儿（口€/)，即 jre n (五 u ^ u ， 亦即 

« e / 

eu ( nAjcn(£U>u ， 

*6 / «6 / 

又若 xe n (五 u 凡），则了 e ^ UAue /)， 显然 

a^I 

若，则 、 re £： u ( raj ， 

! 

若工 ge ， 则从而了 e 门九* 

i 

即 i 6£ U ( ，亦即有 £ u ( n ^ j ^ ncEUAj . 

^ ^ i * ^ / 

综上知命题成立. 

文中丄 （《€/) 是指对任意《€了的儿. 

例 10 证明： ( A - B ^ DB ^ A ^ A ^ B . 

证充分性设 AIDfi ， 则 A 3 M — S ) US . 设若 _ re 丑， 
则： rGM - Z ?) 匚 M — B ) U 月;若 * reB ， 则 { A ~ B )\ JB . 于是有 
ACXA - B )[ JB ^^( A - B ){ JB = A . 

必要性用反证法.设為€石,但而 & eG 4 — B ) UB ， 
得到 ( A _ B ) UB 关 Z ， 矛盾. 

例 11 设 Z 是一集合，是两个集列， 证明： 

( 1 ) U ( A n UBJ -( 0儿） U ( UBJ ； 

ft «1 «— 1 /?= 1 

( 2 ) U(/i«n^)c( uaj n ( UB n )； 

rt^= 1 n ■'- ] 1 

(3 MH ( U £ fJ - U (^ n 5 J . 

1 rt — 1 

证 （ 1) 因为对任意 AGN ， 恒有 M, u 私 ） C( UA ti ) U 
v Cl 从），所以 0(AU 从） c( UAJUi l)B n ). 


n 


又设: re U (儿 UiO , 则对任意， 2 恒有 ir 弓九 u 凡，即对任意 


恒有： re 凡凡，亦即 xe u 儿且： re u 艮，故 lmj u 


# 
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( U £ U . 综上所述，命题成立 * 
1 


( 2 ) 因为对任意 々 gn ， 恒有戊 n 氏匚 （ Oa ) n ( u ^ j ，所以 

«— 1 ^=1 

U (^ n ^) cz ( Oaj n ( 0 艮). 

n — l n = 1 rt=l 

( 3 ) 设 xezn ( ubj ，则 xez ， 且 : re C ) 氏，从而存在 n 0 eN ， 

n — 1 w—] 

使 xe 瓦。且 xez ， 即: rez 门 5'， 于是 0 ( ad 氏），故 z 门 

n—1 

( Osj cO urm 

n~\ n — 1 

设 xe D ( zn ^)， 则必有汉 v ， 使 reAriK ，，而 b ' cCi 凡，从 

ri — 1 n = 1 

而: re/flf UB n ) ，即 Zfl ( 综上所述，命题 

rt= 1 «= 1 /| 1 

成立 • 

例 12 证明： 

(1) ( \JA a )\B= U (A a \B )； (2)( f]A Q )\B=C\(A a \B). 

1 a^l / a^l 

证 （1) 若: r £( UAJ \ S ， 则 xG UA a 且： reS ， 即存在某 

a^J a£I 

i ^ xeA a ,{ KjceB^xe 1!(戊\5),从而等式成立. 

/ 

( 2 ) 若 : re ( 0 九）\召，则了€ 0 九且了 es ， 即对一切 

i ^ / 

九且 zes ， 等价于 : re h ( aab )， 从而等式成立. 

I 

例 i 3 证明： s \ n 九 = u (5 mj . 

证设贝 1 jxgs 且了 $ nz tf ， gpxes ， 且存在 

a6 / ^6 / 

某使故存在某/，使 xgsvu ， 从而等价于 xe 
U (5\^U. 

*e/ 

例 14 对任意三集合 G ，/^ ，£ 2 , 证明： 

( 1 ) {G\E X )U ( G \ E 2 ) =(△(£, 门 £ 2 ) ; 

{2)(G\E l )f]( G\E 2 )=G\(£ i U^)- 

证 =(; ru 拉 u 拉） 
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=(Gn£f>u(Gn£2) 

= (G\E 1 )U(G\£ 2 ). 

(2)G\(£ l u£ 2 )=Gn(£iU£ ： 2) c =Gn(£?n^) 

=-(Gfi£ ： f)n(Gn 拉） 

= (G\E l )r\(G\E 2 ). 

例 15 设 A，£： 2 ，G 为三集合，且 &CG. 证明： 

E 1 \E 2 =G\liE,r\E 2 )\J (GXEJ]. 

证因为 & CIG’， 所以 . 

G\[(£ ： i n£ ： 2)U(G\£ 1 )] 

=Gfl{[£：iU (G\£ 1 )] n [£ 2 U )]} c 

=Gn{Gn[£ 2 u(Gn£! : )]} c =Gn[(Gn£ 2 )U(Gn£! : )3 c 

-Gn[Gf|(£ 2 U£ ： ?)] c =Gn[G c U(£ ： 2 U£：?) c ] 
=Gr\(E c 2 r\EO-E i r\E c 2 = E,\E 2 . 

例 16 设 / Cr) 是0，幻上的实值函数，则对任意实数/?，有 

= D { 工 ： /3</(x)0+ 1/« }. 

M - - 1 

证设工。6 {：r : /(*r) = 0} ，即有/0。）= /?.故对任意有 
/9</(_r 0 )<Cj5+i ，即有 jr 0 6 {jr: /3</(了。）</?4~ l/w} ，所以 jt 0 6 

fl {x：^</(x)<or+ l/w} ，即左 Cl 右. 

rt = 1 

又设工。^ ： = 若 /(*To)>/3, 则必有 N ，使 /(:r。) 

十 l/«。， 从而了。芩{了:/?</(1)〈/?+1/"。}，所以1。系 : 门 

ji— 1 

十 1/n}. 若 /( ： r 0 )</?， 则显然对任意 N ，恒有 XoG {^： 

卢 </0)<#+l/w } ，即 jt 。 吞行 {x ； /3^/(x)</? + \/n). 

n ^ \ 

综上所述，命题成立. 

例17设已给集1并已知 ZlAX=/l， 证明： X = 

T 

证由 = 知，（3门/)1>(，门又）=九故，门/ = 
即 x 不在 a 中的部分是空集.又寻即 ; cn 
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乂=0，也就是 X 在 Z 中的部分也是空集.所以，可以确定 
例 18证明 ： （ lMAB =( AUB )\ MflB ) ; 

证 = C 4\ B)U (五 V 4) 

= [ X\(Z fl B ) ] U lB\(B f ] A )3 

(2) U ( lS c ) U ( Bn > l c ) = U \ B ) U ( B \ A ) = AAjB . 

例 19 设有集列 {£ 丄作集列 (£ U 如下： 

*> 

D\ — E\ ^Dz — T)\l\Ez ^ *** ， D„+ 1 = Z) A Zs£ r t+i ，••’ 

证明 ： limD n 存在的充要条件是 E 仏 =0, 

” 一 VOO rt—►OO 

证充分性设^£„ = 0，等价于1^£„ = 0，证 

/f—► oq if —imdo 

\ imD n * 对任一 xeiimD „ ，取 TV ，使 时 ，: ，再取 w D ， 使”。> 

ft-* CO JI400 

"且：*：€ 0 1 。，依{ 1 )«}定义，即有 16 认，从而：^ 1 ^ 1 ) # 1 .所以 Umi ^ 

n~^oo w^**oo 

存在. 

必要性设 limA « 存在，要证 Ti ^ 坟=0，即要证任何 j :只属 

n-^-oo n—^oo 

于有限多个艮.用反证法.设某个 I 属于无限多个艮，则有两种情 
形 ：（ l ): r 仅属于有限个 U . 此时取 W ， 使；时,: reA ». 取& ，使 
« 0 >iV 时，工6£»。+1，则 引出矛盾. （2) 工属 

于无限个 A ，即工6 limA »= Um /) tt ，于是存在 n © ，使/ 1 >«。时 x 6 A ,* 

ft—*-00 If—►ow 

于是，由 a 的定义，工6氏 +1 («>〜），又引出 矛盾. 综合即知 ■ 艮 

n— 

= 0 . 

例20设 i = ( 0，1/” ） ， = (0 ， n ) ，抒=1，2，…，求出集列 
的上限集与下限集. 

4 

解 对 Z 2«-1 = (0， lAi ) , A Zn =( 0 , n ) (”=1,2,…），有 l^/^C 
lim 戌 =(0, oo ). 又对任何 : r 6 (0, oo ) ，存在自然数 n 。， 时， 

n-^oo 

j :>1/«， 即: rf / U ,— 卜故 r 百 lim ^> 这时 AimA n = 0 . 同时，显然 

/f-^oo 
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对任何 n ， 都有 U A m =(0, oo )， 于是 

m —A 

lim^= H U A m = H (0»oo)= (o,oo), 

n 1 m — « fl=l 

所以有 lim ^ l n = (0, oo )， lim 九 =0. 

n - ^ 00 #|-*oc 

例 21 设集列 MJ 是单调减少的，证明 山 111 凡 = 行儿 . 

/?—►OO fl ^ 1 

证 要证 lim 凡 = lim A = H A n . 

- 。o n^oo ?t— 1 

因为{凡}是单调减少的， 0 九=凡，所以 

m—-n 

l\mAn= H U 行 A n d U n A m = lim 儿 CIlim 九 . 

if-^oo ji= 1 m = H n = 1 fi = 1 m — n JT^*oo ►co 

即 lim ^ 存在，且等于5凡. 

fi 一 oc n— 1 

例 22 证明 ： 5\lim^=Ii^(5\A). 

Fl—^OO ft—►CX ： 

证 s\iirxiA n =s \u n ^«= n (5\ n A m ) = n D (s\A m ) 

a = 1 m — n m = n n=^ 1 m^n 

= lim (iS\A„). 

fl—►oo 

例 23 对于每个自然数《,戌表示分母为 《 的有理数全体，证 
明： 

11^*00 rr—»co 

式中 Q 表示有理数全体， Z 表示整数全体. 

证 对一切自然数 《， 显然有 Q] 凡二^ 1 = Z, 所以 Q=Dni^4„ 

Z)limA„Z)Z* 

f|—►oo 

因为对任一有理数 g //> ，其中/ >， g 均为整数，/>>0,且^/户= 
(</«)/ (/= 所以属于无穷多 个凡， 即属于 

lim A , ，从而 Um / l „= Q . 

又对 U 见儿中的任一元素均可写成既约分数 g //> 的形式，其 

rj-^rjo 

中 夕，？ 是整数，/>>0且 />， V 互质.因为 v //^ lina 凡，所以必有 7 VG 




N ， 使 n > N 时， g //>€ 儿.若取质数因 g / 户 6 凡， 一定有整数 
爪，使 q/p = ^ n / n Q ， 从丽 n 0 q = mp . 于是《。必能被/>整除，由于 w 0 为 
质数，所以/> = 1，即 g //>= g 6 Z * 故证得 limA ! = Z , 

It 斗 DO 

第二节映射与基数(势） 

主要内容 


一 、映射 

1. 设为两个非空集合，若对每个 xex , 都有惟 一的 : yey 
与之对应，则称这个对应为映射（变换或函数），记做并 
称/是从 x 到 y 的一个映射. xex 在 y 中对应的: v 称为 x 在映射 
/下的（映)像， I 称为 j 的一个原像，记做 } = /(：«：). 

2. 若对每一个均有 ： r 6 X ， 使得 y = / U)， 则称此/为从 
x 到 y 的满射（也定义 为：如 果映射/满足 /(x)=y, 称/是 x 到 y 
的满射). 

3. 对于以及记 

f(A)^{ y eY：j-eA,y=/(x)} f 

称 / M ) 为集合 A 在映射/下的映像集(/(0) = 0). 有: /( LM 。) 

ael 

= u /(^ u ，/( n ^) c ： n /( A ). 

I I / 

4. 对于 y 以及 J5 匚 Y ，记 

称广 ub ) 为集合 s 关于 / 的原像集 .有： 

若 BC ： 儿则广 1 ( B)czr 1 ( U 氏 ）= U / 一 

I o ^； / 

f ] ( n 5 j = n / hbj ； r i {B c )=u \B)j\ 

<x<z 1 I 

5. 设 /: x — y . 当且：^关了 2 时，有 /(々） 关 /( x 2 )， 
则称/是从 x 到 y 的一个单射. 

若/既是单射又是满射，则称/是: v 到 y 上的一一映射.在一 
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一映射下，映射 X 称为 / 的逆映射，记做 /—， 其中： r 由关系 
： y =/ Or ) 确定.一一映射又称双射. 

6. 设，尺: y — w ， 则由/1(1)=贫[/(1)]，：1：6 [ x ] 定义的 
w 称为$与/的复合映射. 

二、 对等 

1- 设有集合若存在一个从 a 到 b 上的一一映射，则称 
集合 z 与 b 对等，记做 乂〜凡 

2. 对等关系有如下基本性质. 

(1) 自反性 A 〜 

(2) 对称性若 A 〜 B ， 则 B 〜 

(3) 传递性若 A 〜〜 C , 则 A 〜 C . 

3 - 集合在映射下的分解定理 :若有 X ，则存在 

分解 

X = A \ jA- t 

其中 / M )= B ，尽（5〜）=乂〜，4门^=0，石门5〜=0, 

4- 康托尔-伯恩斯坦 ( Cantor - Bernstein ) 定理若集合 X 与 y 
的某个真子集对等, Y 与 X 的某个真子集对等，则 X 〜 

特别地，设集合满足 CC ^4 C ： S ， 若5〜 C ， 则 B 〜凡 

三、 势(基数） 

1. 设 A /，,= {1 ，2，."，《}，/是一个集合.如果 z 是一个空集或 
与某个财„对等，则称 Z 为有限集，并称;7为 v 4 的计数.空集的计数 
规定为零，不是有限集的集称为无限集. 

M „ 不能与它的真子集对等. 

集合 A 为有限集的充要条件是/决不与其真子集对等，集合 
^为无限集的充要条件是 X 必能与其某些真子集对等. 

有限集的计数是惟一的. 

2, 在对一切集合进行分类时，规定彼此对等的集归为--类， 
不对等的集属于不同的类.赋予每一个这样的类一个记号，称之为 
这类集合中任一集合的势(或基数），用 I 来表示集合/!的势•对有 
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限集， 2 就是它的计数. 

3. 伯恩斯坦定理 :设 4 ， B 是二集合与芳分别是 / i 与 B 的 
势，若 则 1=1. 

四、 可列集 

记自然数集 N 的基数为 A 。 （妗读做阿列夫 ( Aleph )， 是希伯莱 
字母，约。读做阿列夫零).若集合 A 的基数为九，则4是可列集， 
即 A 〜 N . 可列集可以记做 

A = {<2 l ， a 2 , … ， ta „ 

1. 任一无限集£必包含一可列子集. 

2. 若凡(《 = 1，2,…）为可列集，则并集 

A — U 或 A —\ JA „ 

rt~ 1 fi = 1 

都是可列集. 

3. 可列集的任何子集，若不是有限集便是可列集，则称其子 
集是至多可列的. 

4 . 如果集 A 是由有限个指标所决定的元素的全体，其 
中每个指标兄0 = 1，2,…，《)在有限集或可列集上独立变化，则 Z 
必为有限集或可列集. 

5. 设4是无限集且其基数为《，若 B 是可数集，则 AU 5 的基 
数仍为〜 

五 、 不可数集 

1. [0,1]= U :0< X <1} 是不可数集. 

2. 称 R 1 的基数为连续基数，记做 

3. 设有集合列{儿 } ，若每个山的基数都是连续基数，则其并 
集0山的基数是连续基数. 

k — \ 

4. 无最大基数定 理:若 Z 是非空集合，则>1与共幂集淡（/0 
(由 Z 的一切子集所构成的集合族)不对等. 

5. 基数运算规律 

(1) 设有基数 A 与 0 f 2 , 取集合 A 与/^2 ,使不穴2 = «2,且 A 
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门八2=0 ，贝 li 集合 Ai + A 的基数是 q 十 


(2) 设有基数~与&，取集合八与 i 4 2 , 使不 =& ，/ ^ 2 = a 2 , 则直 

积集 AXA 的基数是々 * n 个相同基数的乘积 a • a . a — 

、 -V-^ 

n 

a ' 

(3) 设有集合 Z 与右，方=«，否=/3,记从方 到/ 1的一切映射所构 
成的集合是 Z B ， 则的基数是， 

6. £7 = 2^°. 

7. 设 A 是一个不可数集，方是 A 的有限子集或可列子集，则 
A\B—A. 

因而，开区间（0，1)的基数也是 c (也记做 &). 

8 . 闭区间[心幻的基数是 c . 因而(〜6)，0,6)，(〜6]均有基数 

r- 

9. ，…， A ■，… 是一列两两互不相交的集合，且它们的 
基数都是£•，则0凡的基数也是 C . (0, oo ), [0, oo ), (~ oo ,0), 

fl = I 

(― oo ,0] 的基数都是 o 

疑难解析 

1. 对等概念的数学意义是什么？ 

答需要考察两个集合间元素的多少与元素间的关系有两种 
办法 ：一种 是分别数数的办法，但对无限集合就行不 通了； 一种是 
一一 配对法，即让一个集合的元素与另一个集合的元素进行 一一 
配对. 对于两个有限集合，如果它们的元素相等，就能建立 一一 对 
应 关系； 反之，如果两个集合的元素有 一一 对应关系，则它们所含 
元素的个数相等 •对于 无限集也是这样，为此引入集合的“对等”概 
念. 

利用映射概念给两个集合的对等下的定 义是： 如果 A ^ B 是非 
空集合，存在一个从4到 J 5 的一一对应（双射），则称 A 和 B 对等. 
对等意味着两个集合有同样多的元素. 
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对于有限集，它的元素一定不能与其真子集有同样多的元素， 
是显然的，所以有限集必不与其真子集对等 • 对于无限集,则必与 
其某些真子集对等，即无限集与其真子集有相同多的元素，似乎不 
好理解，但却是可以证明的事实. 

2. 什么是基数（势）？可列无限集的基数与不可数集的基数有 

什么不同？ 

答在把一切集合进行分类时，规定彼此对等的集为同一类， 
不对等的集属于不同的类.赋予这样的每个集类的一个记号，称为 
这类集合中任一集合的基数(势) . 用1表示集合 Z 的势. 

有限集的基数就是它的计数. 

注意到，基数(势)是一切彼此对等的集之间的一种共同属性， 
是有限集的计数概念的推广.但是，基数的大小虽然意味着集合中 
元素个数的“多少”，但当时，不一定有冗 >：§. 例如偶数集 D 
是自然数集 N 的子集，但是 D 与 N 对等，因而有 D - N . 

可列无限集的基数是 A 。. 

不可数集的基数是 c 或 = 显然^ >九. 

无限集基数运算与有限的个数运算是不同的.有以。+以。= 


方法、技巧与典型例题分析 
一 、映射与对等 

作映射 ，一 定从两个集合(包括区间）的对应关系来考虑，寻找 
一个适当的函数,可以是实函数，也可以是复函数.如果是满射，要 
考虑 一一 对应性.关于验证两个集合的对等，关键是找出一个存在 
于两集合间的双射. 

例1 设（:[0，1]是[0，】]上所有连续函数的全体， R l == 
(一 oo , 00 )，作从(: [ CM ] 到屮 的一 个映射 • 

解取 了 0 6[0，1]，作映射9^/—/(1。），/€ [0，1].则9>是 
r [ o ， i ] 到 K 的映射. 
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例 2 作满足下列条件的 映射： 

(1) 从单位圆周到[0，1]的 单射； 

(2) 从[0，1]到整个数轴的 单射； 

(3) 从正实数集合 P 到实数集合 R 的 双射； 

(4) 从（_1，1)到 （_ oo , oo ) 的 双射. 

解 （1) 对任一非零复数取其幅角的主值 arg2r ， 0<argjz< 

2 k . 此时 gargz 就是从单位圆周到区间[0，1]的一个单射(不 
是满射). 

C 2) 作: r - z ， 是从[0，1]到整个数轴的一个单射(不是满射). 

(3) 作 x -> ln : r ， 是从尸到 R 的一个双射. 

(4) 作 jr—tan ~^~，是从（一1，1)到（一00,00)的一个双射. 

例3证明下列集合 对等： 

(0， l )〜（43,6),(0， l )〜（0, OO )，（ 一 1，1)〜（一 OO , OO ). 

解因为存在以下 双射： 

是从(0，1)到， 6) 的双射， 


/: x—tan 了，是从(0，1)到 （0, oo ) 的双射， 

/： x-^tan 了，是从（一1，1)到（一 oo , oo ) 的双射. 

所以（0，1) 〜 （ a ，6)，（0， l )〜（0, oo ),( — l ， l )〜（ 一 oo,oo). 

例 4 证明 ：将圆 周除去一点后 
余下点组成的集与实数集对等. 

证如图 1.2 所示，设圆周 r 与 
实轴相切于 n =0, 除去的点尸是过 
Pc ' 垂直于实轴的直线与 C 的交点.过 
C 上除去点尸后的任一点 C ， 作 nP 交 
实轴于1则 

/: r — X 是集合 C * ((T P ) 到实数集的一个双射，所以广 

与实数集对等. 
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类似可以证明，将球面去掉一点后余下点组成的集合与整个 
平面上的点所组成的集合是对等的. 

例5 证明： 单位圆周与整个数轴对等. 

证记单位圆周为 C ， 映射到 [( M) 的双射， 

则 C 〜[0，1).又映 射妁: r—if 是从 (一1,1) 到 (0,1) 的双射，再由 
例3中（ 一 oo,oo)〜（一l ，1)得 

(:〜[0，1)匚 （一 oo , oo )， 

(― oo ， c «) 〜（一1，1)〜 （0,1) 匚[0，1)， 

由伯恩斯坦定理可知 ，(: 〜（一 oo , oo ). 

二、可列集与不可数集 

证明集合是可列集，可以利用某个已知集是可列集和所证集 
与已知集之间的关系（对等、并集、差集）来证，有时还可以将所证 
集分解(如例6、例7等)或利用定理（如将集中元素用自然数的有 
序数组表示）来证，但比较复杂.不可数集的证明比较麻烦，可以利 
用作映射使与已知不可数集构成双射外，更多的需要一定的技巧 
与集合论的知识，请读者在后面的例题中体会. 

例6证 明：有 理数集 Q 是可列集 • 

证首先，分别用 Q + 与 Q - 表示正有理数集和负有理数集.显 
然，有 Q + 〜 ，且0^0+11(?— U {0}. 

证明 Q+ 是可列集.因为每个有理数 r 都可写成既约分数形式 
r=/>/g(g >0) ，所以令 ，2/ m ，…， n/m ，… }，tw = 1，2,…. 

显然，对每个固定的讲,^„是可列集 .Q + = ClA-， 由前面所述的主 

m = X 

要内容知, Q+ 是可列集. 

因为 Q 〜 Q+， 所以 (T 也是可列集.于是 Q=Q+UQ LKcU 是 
可列集 • 

例7设集 Z 中的元素均可用有限多个自然数作成的(有序) 
数组来标号，即 Z 中元素可写成的形式，式中 Wl ，„ 2 ，…，心 
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均为自然数 4 是任意自然数.证明是有限集或可列集. 

证设 d 中元素的每个指标均在可列集上变化，则可用数学 
归纳法证明 A 是可列集. 

当是=1时，定理显然成立. 

设是时，定理是成立的.设々=；71 + 1，固定最后一个指标 
由归纳假设儿^ +1 = {<2„ „ } 为一可列集.而>1= [} 凡 • +1 是 

I J ■! j I 他 F J 

"m+1 

可列集之并，所以 A 是可列集. 

类似可以讨论指标在有限集上变化情形. 

例8 由有限个自然数构成的有序数组的全体是可列集. 

证因为对每一个数〜《个自然数的有序数组的全体与 N ” 对 

等.从而 A 〜 ClN ”， 而 N ” 〜 N ， 所以 A 的基数是於 o. 

»= 1 

例 9若 / Or ) 是 R 1 上的实值函数，则集合 
U € R 1 :/ 在点不连续但右极限 /U + 0) 存在(有限 ）} 

是可数集 • 

证 令 • S = U € R 1 :/(： r :+0) 存在(有限对每个自然数《，作 
E „~ { x ^ R 1 ：3沒〉0,当 了’ tx ,r ^ (t —占， x +5) 时， 

有 l /( x ')—/ Cr ")|< lAi }， 

显然， H 抆是 / Cr ) 的连续点集，所以只要证明 仏 （《 = 1，2, …） 
« — 1 

是可数集. 

对任意取定的 《， 设，可知存在^>0,使 

|/ Cr ’）一 /(工 + 0)丨〈1/(2”） ， x' G (x ， j:+ 汐). 

当 y，y 6 (>2：，*2：+沒)时，有 i /( y )—/( jt ”） 丨 < i / w ， 即知(*3：，1+谷) 
CLE n . 说明集合5\£„中的每一 I 点都是某开区间八幻的 
左端点，且八 hs \£ n 不相交.从而当 • r 1 ，: r 2 e * S \ 仏 且时，有 
/,, n /~ = 0， 于是区间族 U , : _ r €* S \£ U 是可数集，所以 s \£：„ 是可 

数集. 

例 10 整系数多项式的全体是可列集. 
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证利用例7的结果与可列集的并仍是可列集的定理. 


记整数集为厂〃次多项式为/ > v ^， 则整系数多项式的 

j — 0 

全体为集合 

oo 

所以由前述结果知，整系数多项式全体是一个可列集. 

例11证明以下 命题： 

(1) 实数集的基数是 A; (2) 无理数集的基数是 A; 

(3) 实数列全体的基数是& ; (4)n 维欧氏空间的基数是 

证 （1) 因（0，1)的基数与[0，1]的基数相同.作从（0，1)到 
(一 oo,oo) 的映射 

f : ： r~*"tan (: r — l/2)xc ， 

则/是从(0，1)到 （一 〜，〜）的双射_所以实数集的基数是 c= 

(2) 设无理数集为 /，有理数集为 Q， 则 /UQ=( — ⑺，㈤），故 

7=/UQ= ( — CXD , 00) = 8, 

由于 Q 的基数是札，而 A = 2 吣所 以无理数要比有理数多得多 • 

(3) 实数列全体记做 R°% 以 B 记中适合 0< x„<l (« = 1，2, 

…）的点{工1，工2,…，工"，…}的全体.记 J： = {jTi ，…，•!：„，…丨，作 

映射 



.B^R 00 ，： r 一 {tan (:^ —^) 兀， ， tan(x rt — ^r) 丌， 
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则/是从 S 到 IT 的双射，所以 B = R ^. 

将(0, 1) 中任何 jt 与 B 中点: r= {:r ，…，X ，对应， EP 知 （0 ，1 ) 


对等 s 的一个子集，故及>罚711 


又对 B 中任一 X= {:r， …，X，…丨，用十进位数表示每个 a ，有 

# 

0*1=0 - : Tii ： Ti2__-W * ， 


x 2 = 0. X 2 iT 22 "*^ 




由于上述一列数 {： ci ，: r 2 , …，1„，… } 6*6,作一个十进位小数 y < j ：) = 
0. a , j ：2 ixi 2 …显然 ^ Cx ) 6 (0,1 ) ，且当 时， 

从而由映射灼召 — (0，1)知，5与（0，1)的一个子集对 
等，即综合即知苕=1371^=妗. ^ T 00 -^， 

(4) 建立 R " 中点{:^，;^，… ， x „} 与 R °° 中点 { x 〗， j ： 2 , … j ：„，0, …， 
0} 的对应，即知 R ” 〜 R °° 的一个 子集. 又 R 00 〜 R 1 ， 但建立 R 1 中点 : r 
与 R ” 中点(1，0,…， 0} 的对应，又知 R 1 〜 R " 的一个 子集. 综上即知 

R" = Rl = ^;. 

例 12 设代数数(整系数多项式的根）的集合为 Z ， 超越数(不 
是代数数的实数）的集合为 B ， 证明:方=札，芳 

证由例10已证整系数多项式的集合是可列的，而每个整系 
数多项式的根是有限的，故 Z 是有限个可列集的并，所以 A 是可列 
集，故3=妗。， 

因为 ( 一 oo , oo ) ，所以 ATJS = ( — 0 °，°°) = ^5 —c. 

例13证明下列 命题： 

(1) 设 Z = A 。， 则 (2) 设 ㊉ ( N )= c . 

证 a ) 当 y 是 r 1 时，我们称映射 y 为函数，对 x 的子 
集丄作 


/ a ( x ) = 



x ^ 又 \/4 ， 


则称 //： r ) 是 X 的子集 X 的特征函数. 


因2、是集合{0，1} 4 的基数，而 {0， ir 是所有定义在 Z 上的 
特征函数所构成的集合.对4的每个子集均对应一个特征函数 
八 Cr )， 反过来也成立，所以多〜 {0,1}' 即罗 m =2 




(2) 作映射/:穸 ( N )— R 1 ， 对少 ( N )， 


/M)H 


j 4 

n +i 


NV 4 是无限集， 
NVl 是有限集. 
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又存在满射 A 朵 ( z )— RS 对朵 ( N )， 

a 有下界， 

g(B)=< ❹ 

l 0， 其他. 

所以， 

例 14 证明下列 命题： 


( 1 ) R 1 上有限实函数的第一类不连续点至多是可列的； 

(2) 闭区间[〜幻上任何单调函数的不连续点至多是可列的. 
证 （1) 设/是定义于实轴上的实值函数，: T 。 是/的第一类间 

断点.记有理数全体为{^，〜，…^则集合 


{ x ： 0 A k y 

广 n - 卜 1 

其中 A k = Ai iy [j Al 2 \ = { x ： lim /( jy )< r *< Mm fCy ) } » i 4* 2) = 

： T-x + 

U ： \im f { y )> r k > lim /(^) 丨，要证 AW 至多可列_ 

对 : r 6 ，取 e > 0 , 使 lim /( 3O + e < rt < lim /( 3 ;) •因为 

,v-x + r 厂 

litn /( 3 ；) 存在，可取 A > 0 , 使当 3 ^ Cr,x + A ) 时， 

y — j ： + 

所以，对 2€<^，1 + 1 )，若极限 1 〖 111 _/( 30 存在，必有 1 〖 111 /( 3 ；)<;> 

y-^z y^-z 

可见，有 zeA 1 )， 即因此，集合（(工，_2：+&)， 
: rG 是一族互不相交的开区间，必为有限或可列，即 a ” 至多可 

列.同理,至多可列.于是知，/的第一类不连续点至多可列. 
(2) 设/是0，幻上的单调增加函数(单调减少类似可证). 
先证明/的不连续点是第一类的.对任何: [ a , 6)，可取到 
自然数 N ， 使当 《> JV 时，: r <) + l / w e |>,6). 由/的单调性,可知数 
列{/(工。+1/«)}是单调减少的，有下界 / U 。）， 所以存在极限，设为 
r ， 显然 r >/ Cr 。). 又因为 V ^>0,3爪，使0</(々 + 1/队） 一 r < e ， 
所以，对任何 (• T & ， J - () + 1/ M )) ，有0</ (： T )— 7^/(.；!：。+ ] / N t ,) — 
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^0,即^=/0：。+0). 类似可证，对任何 — 

在* 

从上面证明中可以得出 /Or —0)</(: r )</ Cr +0) 对一切 X 
6 ( a，W 成立，而 /( a )</0 i + 0)，/(6— 0)</(6).所以，可以确 
定: 对任何 • rebj ]， 它的左、右跃度都是非负的.于是知，/的不 
连续点是第一类的. 

记/的不连续点为£，要证£至多是可列的.对任何 c >0, 记瓦 
— E [_f (x + 0 ) — fix — Q )> c ]， 则对任何 xG £，3 使 

/( x +0) — /Oc — 0)> l / n ， 即: ceE "”， 所以 £=0£"”. 

1 

设 C >0, 任取 JT ! ，: C 2 , …&，不妨设 
6,再取分点{〔}，使得: r ,< Kx,+i w = l ，2,— 1，芒。=<2，1 = 6. 
因为/ 单调，且，所以 /( U </ Cr , -0 X/U + 0) < 
/(6)，从而 /( O —/( U >/(: r ,+0 )—/U —0). 于是 

cp [/ ( x ,. + 0)—/( j :,. — 0)]<7 [/( 孑, .）一/( U ] 

i = 0 i = 0 

= /(^)-/(6 o )=/(^)-/ U ). 

得出户 < j [/ ⑹ 一/ U )]， 即知昃中点的个数是有限的 • 因而£中 

的点至多是可列的. 

例 15 证明下列 命题： 

(1) 直线上以有理点为心，有理数为半径的所有开区间组成的 
集族是可列的. 

(2) 直线上以有理点为端点的所有开区间组成的集族是可列 
的_ 

证 （1) 因为有理数集是可列集，所以，以有理点为心，有理数 
为半径的开区间，可以用由两个自然数(一个代表心，一个代表半 
径)组成的（有序)数组来表示.依例7结论，上述开区间集族是可 
列的. 

(2) 若将全部有理点排列为 r M r 2 ，…，^，…，则对每个 U = 
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1，2, …）及所有的有理点 r > r „ ，开区间集族 £„={( r „, r ): r „< r } 显 
然是可列的.而所有以有理点为端点的开区间集族是可列个可列 
集族的并集，所以也是可列的. 

例16设 A 是任意集合， A 的所有子集构成的集合为^ = 
五 CIA }， 证明: Zd . 

证即要证 A 与^的一个子集对等，但 A 不和^对等.可 
分两 步证： 

( 1) 设:*"6儿则{^：}〔^4，故{：1：} 6 ^，令深 ={{ x } : : cGA } C ! 
i ， 作映射/:士气須，{ 2 }，则/是双射，所以 /〜潘 Ci . 

(2) 反证法.设 A 〜/，则存在双射 M a . 而 
A ^ M a ^： ^ , M U 是的子集，故 a 6 M fl 或 

如果令 M' = { x ： x ^： M x ) ，则 Af 尹 0 (因为 /4 中 

与对应的元素在 V 中），且: ceM'<^.T6A^. 又 ATCIA， 即 
Af ew， 故有 i eA， 使 y—/U') = M'， 即 Af =紙、于是，若7 = 
MS 则由充要条件有而由上式有 YeAf ，推出矛盾. 

若 veM ， 则由上式有 aH ， 与充要条件 veAf 矛盾. 

综合知 a ' eAf 与 a ' gAf 均不成立，而这是不可能的，所以 Z 
与^不对等.从而定理得证. 

证用反证法.设不< 0 ，不 < 0 . 

作双射 /:/!— R 2 , 在假设下应有 

u : 存在)，，使 u ，3；) e /( A )} 垆 r 1 ， 

b : 存在 了，使 U ，30 6/( A 2 )} 关 R 1 ， 

取 了。6 {了：存在: {: y : 存在 - r ,( xo ，）€ 
/ m 2 M° ，于是 


(jr 0 ,3^o)6f<^l) Uf(^2)=R 2 , 

推出矛盾. 

例 18 设/是定义在 [0,1] 上的实值函数，且存在常数 M ， 使 
对于[()，〗 ] 中任意有限个数 - T !， X 2 ，…，: T „ ，均有 
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/(■^十 … +/(了„) \^ M . 


证明：集合 [0，1]:/( X ) 古 0} 至多是可列集 • 

证对任何 a >0, 记 £ fl + = U : /( x )> a }， 因为对任何 

…，；6 jEf ，有 <a • |/( < 1' 1 )+/(_2： 2 ) + 旧 + /( 工； > ) |<M ，所以 />< 

M / a ,即为有 限集. 同样，对 a <0, 记£: = {^：/(^)<^}，类似可 
证 G 为有限集，于是，由£=0(岛山£^)知，£至多是可列集- 

n=l 

例 19 可列集的子列的全体所构成的集的势是 
证设4为可列集，其子列的全体所构成的全体为5,记 i ? 为 
二进制小数全体，设4= { gi ， gz ， … ，^* ，…}，作映射/:* S — B ， 若/为 
双射,则命题得证. /( C ) = 0. m 2 -*, C 65. 

当时，/„ = 1;当 wfC 时，，2,….则/ 是从 *5 
到 S 的一个双射，因而5=1=以. 

CO 

例 20 如果 U 九的势为 A ， 证明 ：必有 一个九的势为 A . 

#1=1 

证因为0 儿 的势为则 一定存 在双射/: 0 儿 — R 00 . 记 

« — 1 fi=i 

艮=0/(凡），于是0从=只°°，九〜从，《 = 1，2, …. 

对任意1=0^，工 2 ,•..)€『，记尸„了=工,,，尸„是从 R °° 到 R 1 的一 

个映射 • 如果存在某个《，使尸„ • 凡则由 

❶知， I n = A . 否则，对一切《均有尸 n B „ CIR 1 ， 但对每个 

”取 a „€ RAP ” 凡，记 a ~ (^1 ,« 2 ,…），则 a 6 R 00 ， 因为 P„a = a „^ 

，所以，2,….这与0 = 矛盾 * 故必存在某个 

/I ^ 1 

”，使 

例21设/( I )为 U ，6) 上的实值函数，证 明： 

{ x 6 ia , b ) : 右导数/ + 0)与左导数/ 7 (_ r ) 存在但不相等}为 
可数集 • 

证作 { x € ( a ，6) :/V (j ) </ . ( J ) } 与 B — { x ^； {a , b ) ： 

/^^^、，^^证明义与方为可数集即可- 
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先证 Z 为可数集 .V 取~< +的，使得/ + (了）<>1< 

/- U ). 再取有理数 h 与 G ， a <5^ d <6, 使得以下两式同时 成立: 


/( y )— / ⑴ 


y 


> r x 




y 




s x < iy<ixj 


从而 f iy)~ f ix)<ir x iy — x') ^y^x^s x <iy<Ct x . 于是，对应 
( G ，\，/:)是从 >1 到 Q 3 的一个单射 • 因为 ，V : ti ， x 2 e >!， 若 G ， 

1 u 

\ \ ，则 (5' 山 ,）= G ' 山 2 ) 且均含 A 及: r 2 ，这时 

/( xi )—/(^ Xr ^ ixz — Xx ), 

/ (x 2 )—f (xi ) C^l 一工 2 ) ， 

而、 推出矛盾.从而说明 A 与 Q 3 的一个子集对等，而 Q 3 的 
基数是妗。，即 A 为可数集. 


类似可证 S 为可数集，于是命题成立- 


例 22证明：（〜6)上的（下）凸函数在至多除一可列集外的点 


上均可微. 

证 由（下）凸函数定义知， V A ，_ r 2 G (£2，&)，有 

rr 、/(工广 Il )/ Ol ) + ( 工 一 工1)/(工 2) / / 

J CJT ~ ， X \ < C . JT < CX 2* 

工2 一 工1 


可得 




而对 x <, x z < jt 2 ，有 


/(x 2 ) —/O) //0 2 ) — /( 了 ) 
- 1 -^— 


x t 


则 lim M >_ r ^£) = / +(x)<4oo . 

-X 2 了 

类似知/ (1) 也存在，且一⑺</ (1)</ + (了）<+风从而 得出: 
U ，6) 上的（下）凸函数在至多除一可列集外都是可微的. 
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第三节 w 维欧几里德空间 R ” 

主要内容 

1. 一切有序数组1=(^ 2 ，…，己） 的全体称为 r ”， 其中 eeR 1 
G = l ，2, …，《)是 实数. 定义运算 如下. 

(1) 加法 :对于 X= (fl ，芒2，…， f") , y = (7l，?2, …， 7n) ， 

X + ysCfl+V! ，芒 2+72,… ，乞 + 7,). 

(2) 数 乘:对 A € R 1 ， Ax = ( AUh ，…， At ) eR ”. 在加法与数乘 
下构成一个向量空间.向量 

心=(0,…，0“，0,… ，0) ( t ’ = l ，2,…，”）， 

- -一- ， 

，‘ — I 个 

则〜 h …，^•组成 R ” 的基底. R ” 称为实数域上的《维向量空间， 
: r =( 匕， e 。， …，乞)称为 R ” 中的向量或点.当每个6为有理数时 ，: r 
称为有理点. 

2. 对: r =( n , …， oeR ”， 规定 

Ul = ( g + 行+… + H ) 1 "， 

称 1工1 为向量 I 的模或长度.有以下性质. 

(1) U !>0, U 1 = 0,当且仅当 : r =(0, …， 0) ; 

(2) 若 aGR 1 ，贝!1 lax | = |a | • \ x \ ； 

(3) Ix+^t^UI + 1^1; 

(4) 设 * r = m ，芒 2 ,… ， D ， j = (7 i ，72,…，7«)，则 

(匕仏+芒办十…+乞1) 2 <(巧+的+…+6)(7?+7! +… + 7D. 

3- 设 * r = (匕，6 2 ,… ，爸”） ， y = Oh ， V2 , …， V ,)，定义 

d{jr,y)= { ^](j ： n) 2 广 2 ， 

i - 1 

称 JCr O 0 为点 . r 与点 y 间的距离，有以下 性质： 

(1 )^/0 ，夕)>0,当且仅当•，= _)/ 时 ^/(. r , v ) = 0; 
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i 2') d { x ^ y ') : = d { y < i x '); 

(3 )d ix ■> y )^： d(.x ^ z ) + d ( z ， jy )， 

若： r ，>； eX ， 则称在 X 中定义了距离 d ，（ X ， d ) 称为距离空间. （ R "， 
d ) 是一个距离空间 WOra )= 距离空间又称度量空间- 

4 . 设£为只”的一个点集，规定 

diam (£)= sup { \ x — y \ E } , 

称 diam (£) S £ :的直径.若 diam (£)< oo , 则称五 为有界集. 

£是有界集的充分必要条件是 :存在 Af >0, 使对一切:£， 
都有 kl <£. 

5. 设 > r *6 R ”(々 = l ，2,…）.若存在 ： r € R n ， 使得 lim | x*—.r 丨= 

0,则称 U = l ，2, …）为 R n 中收敛于 x 的点列， x 称为点列的极 
限点，记做 = 

对 Xjt == ( 芒匕… )， x = ( u 2 ，…， d ，心（々=1，2，“.）收 

1 4 W 

敛于 I 的充分必要条 件是: 对每个 h 实数列 {&} 都收敛于 L 也可 
以表示为 

lim \ xt~Xm | =0 ({x*} 是基本列）， 

川一 CO 

6. 设丑 CR "， xeR ”. 若存在£中的互异点列{心丨，使得 
limk *— 叫=0,则称:^为£的极限点.£的极限点的全体记做 

k-^cso 

称为£的导集. 

有限集不存在极限点. 

若£ C ： R " ，则 _r e ，当且仅当对任意的沒 > 0,有 
(方(: rj )\{_ r }) n £^0 .这里召(工，幻是以 、 r 为中心、以《为半径的 
开球，即 {Y GR" : |.r , —jc | < 沒 }. 

7. 设 £ CR%g £中的点 : r 不是£:的极限点，即存在^>0，使 
得 （BU J )\ U }) H 0 ,则称为£的孤立点，即 .r e E \ E '. 

8. ( E l [ jE z y ^ E , 1 \ JE , 2 . 

9- 波尔察诺-维尔斯特拉斯 定理: R " 中任一有界无限点集 E 
至少有一个极限点. 




疑难解析 

怎样理解《维欧几里德（简称欧氏）空间中球邻域与矩体邻域 
的概念？ 

答 球邻域是微积分中邻域概念的推广.在实轴上的邻域是以 
Xo 为中心、以 S 为半径的开区间 Cr 。一 Axo + 幻； 在平面上的邻域是 

以（工0，>)为中心、以占为半径的开圆盘 f /( U )， W )， 茂） 

[Or — x 0 ) 2 + O - 3； 0 ) 2 ] 1/2 <^}.n 维欧氏空间的球邻域 B ( x 。，^ 是 
点集 { iE ： R ” ： | jc — x 。 丨 <<5*}， j ：。 6 R ” ，化>0,即是 R " 中以 jc 。 为中心、 
以在为半径的开球 • 为了需要，引人点集 U : k — _2：。|<以，称之为闭 
球. 

为了证明问题的需要，引入表述比较简便的矩体邻域，即设 
ai ， b t (/=1，2，一，《)均为实数，且〜<匕，这时，称点集{_7： : (匕，_"， 
氕）心 <6<6,}(/ = 1，2,…， 《) 为 R ” 中的开矩体，即直积集(〜，仏） 
X … XU n ，6 J , 还可以有闭矩体与半开闭 矩体. 

方法、技巧与典型例题分析 

对于一个集合是否为距离空间，需要验证满足距离空间的三个 
性质 • 一般地，性质1和性质2比较容易验钲，而性质3的证明就困 
难一些，要用到我们在数学分析中学过的一些知识，请看以下例题. 

例 1证 明：在 闭区间 [ a ，6] 上有界的一切函数所构成的集合， 
若定义数 

〆 屮，0)= sup | 沪 (0— 4⑴ | 

作为该集的两个元素与之间的距离，则集合形成度量空间， 
证前两条性质显然是满足的.对在 [〃,6] 上任意的有界函数 
外 ）4 ⑴和; t ⑴及任意的4[«』]，有 

I || + 1x(?) 一必⑴ | 

<sup \<pit) — XU) I + sap — | 
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== ^©( 炉 ， ) + pC")C* 0 ) ♦ 

从而，数 〆 ％； f )+ p ( z ，0) 是函数 〆 £)! 的上界 • 而上确界是 
上界中最小值，故 

sup \ <p(t) — ip(t) » 

即 p (< p ， x ')+ p ( x ， fpy ^ p ^ p ，< j ^ • 

于是，三条性质都满足，所以是度量空间. 

oo 

例2 证明： 对于能使级数丨收敛的一切无穷数列 

i=i 

oo 

: cG ^ az ， …）所成之集.若定义 〆 z ，： y ) = ^2 & I 作为两个数列 

1=1 

joia ^ ， a 2 ，…）与: y %，^， …）的距离，贝! | 集合形成度量空间. 

证首先证明，只要数列各项的模所组成的级数收敛，则对于 
任意数列: Km ，七 ，…）和 〆 h ,6 2 , …），距离 〆 : c ， jO 都有定义.这是 

CO oo 

因为|〜一^<|〜| + |6山而级数^]|义丨和；21匕丨已知收敛，所 

1 = 1 J = 1 

CO 

以级数 Ik — M 收敛. 

i=l 

对于性质1、性质2,显然满足.因为对任意 〖，有 

\ ai~Ci | + \ ci~bi | ^ 

oo OO CO 

故 2 \ a i ~ C * I +2 ki — 6,‘ I ， 

/^1 ^=1 

即 p { xjy )^ p ( x ^ z ) p ( z ^ y ) , 2 ：= ( q ， c 2 ，…）. 

所以，性质 3 也满足.集合形成度量空间. 

CC ' 

例3若数列 xk ，^， …）各项具有性 质：乏 >?收敛，证 明：若 

i ~ I 

定义 M ： r ，^ y ) = 匕) 2 ] 1/2 为任意序列1(“】，“”…）与 

/: I 

fc y (6 M 6 2 , …）的距离，则由一切1(^，心，…）所构成的集合是度量空 


> 


* 
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- I — 

{ui—biY + 2 I aibi | +fe, 2 ^a■ + ^ 

= 2( af + 6/) ? 


2+6f 


所以，当级数 I > 2 和收敛时，级数 &) 2 恒收敛 • 

*=l i=i i=i 

集合显然满足性质 1 与性质 2. 对性质3,因为在”维欧氏空间 
中有不等式 


#1 


n 




1/2 


n 


■ 2( d ) 


1/2 


成立_令 《 — 取极限即得 


[!>. D 2 ] i /2 <[； f >〜) 2 r +[ i > r 《) T ， 

1=1 ‘■ =1 1—1 

所以，性质3也满足.集合是度量空间. 

例4 证明： 对于在0,6]上一切连续函数构成的集合，若定义 

p{x,y)= \(pix^—i}){x) | dj ： 为集合中任意两个元素史与4之间的 

J a 

距离，则集合形成度量空间，记做 a >，6]. 

证集合显然满足性质1与性质 2. 对性质3,因为不等式 

\(pCx)—<p(.x) — 工 ）I + | 尤 (X) — #(*r) I 

成立，对不等式两边由“到6积分，则有 



一 < p ( x ) | dx ^ 




I 炉 (j:)— 尤 （ jt) |dx-f 



| d ^» 


所以，性质 3 也满足.集合形成度量空间. 

例5对一切实数构成的集合，若定义 〆 : r ，3；)= sin 2 (： r —3；) 为 
集合中任意两数 r 与 _ y 之间的距离，说明该集合是否为度量空间. 

解不是度量空间_因为由 sin 2 (* r — 3，）= 0,不能得出 x = ^， 即 


不满足性质1,所以不是度量空间 • 

例6 对于一切实数构成的集合，若定义 Pir ^ y ) - 
UrctanU — y ) 丨为集合中任意两数 _ r 与 3 ,之间的距离.说明该集合 
是否为度量空间. 
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解是.满足性质1和性质2是显然的. 

因为对任意的和 /3>0，函数/0)==^1^1:抓《+31*(^11/3— 
arctan ( a +/?) 是递增的（由 y 7 ( o )>0 可 知）. 而/(0) = 0,则当 a >0 
时，/(«)>0,所以 

arctana+arctan^^arctan(a+/?) » 

于是 pix^z)-^p(z^y) = (arctan(x 一之)丨 + (arctanCz — x) \ 

^ |arctan[(j ： 一 z) + (z 一 3O] I 
= |arctan(:r—jy) | y 

即满足性质 3. 所以集合是度量空间. 

例7平面上一切直线构成一个集合.若定义集合中两直线 

/j ： j ： cosa l -\- ysina l —/>! = 0 ； / 2 : xcos « 2 + 3 , sin < J ： 2 — p 2 — 0 的距离为 

pUi »/z) = I pz ― pi I + |sinor 2 — crj [, 

问该集合是否为度量空间. 

解不是.因为，设有直线 

li : xcosa+ysina — /> = 0, 

It :: rcos(7t 一 a) +3 ； siri(7r 一 a) — /> = 0* 

它们虽然并不重合，但却有 〆 /,，/ 2 ) = 0.又直线 

L\ : xcosa+3 ； sina=0, L 2 : xcos(tt 十 a)+^ysin(7r+tf) = 0 
是重合的，但 〆 人 1 ,/^) = 2|311^丨#0(取000时)所以不满足性 
质1，集合不是度量空间. 

例 8已知一平面点集£的所有相异两点间的距离的下确界 
是正的. 证明： 集£没有极限点. 

证设 infp ( jr ，_ y )=< i >0，_ r ，>€■ 

要证明平面上的任一点都不是极限点，只需证在点 u 的 
邻域内没有一个以上的属于£的点 • 用反证法证. 

若在点 a 的^- f 邻域内有 JE 的两 个点: x ， y 则因为 

p { x , y )^ p ( x^a ) + 〆 “，})<鲁 +鲁=^/， 
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与题设 d = inf />(: r ，_ y ) EtX^y 矛盾 • 


导集是所有极限点的集合，所以求导集就是依极限点的定义 
寻找全部极限点（也可依照数学分析知识，由点列的构造求出极限 
点） • 导集的导集是二级导集，依次可以求出《级导集. 

例 9 作一个集合，使它的第一级导集非空，而第二级导集是 
空集. 

解由直线上的点•，丄，…和0组成的点集私，有 

u O 打 

第一级导集 y = (单点集），第二级导集£〖 = 0. 

例 10 作一个集合，使它的第《—1级导集非空，而第《级导集 
是空集. 

解例9是 n = 2 时的例子. 

对每个形如 j •的点 G 取自然数>，作点列丨士+ +卜々=1， 2 , 

…，则点列收敛于点因此，对一切形如{ +十的 

点所形成的集合再加点0构成集 E ” 有 g = £,(例9中集），即 

£; = £】， Ei — E \ = {0} ， E : = E ,; = 0, 

一 般地，对 ， 一 切由形如 {i + 4 +…+ 4丨的点和点0所组成 

I h l i l k J 

的集合 .1 ，这里 l ^ k < Cn ，/, ，…， G 取遍一切自然数1，2,… ，知 
e [ — …按归纳法可证 

例 11 仅由孤立点所组成的集合是否有极限点？它的导集是 
否无限集？是否不可数集？ 

答可以有极限点，导集可以是无限集，且可以是不可数集. 

例如，由一切点，々取 一 切整数， K 取一 切自然数组成的集 

£：，其一切极限点组成的导集是整个数轴 or , 是无限集，不可数集. 
例 12 作一个集£，使 其一 切导集， £" ，…， £ (n) ，… 彼此互 

异，且这些导集的交是空集. 

n ■ - 1 


# 






解 如下列方法作出的集五： 

在 [0,1] 上作由全部形如 1 A * 的点(/!=1,2,…）组成的集£ 1; 
在[1，2]上作由全部形如 l + lAh + l / n 2 的点…， n 2 = 2, 
3,…）组成的集£ 2 ;…；在 [是 一 U ] 上作由全部形如 l + l/wi + l / w 2 
+… + l / m 的点 U = l 是+ 1，…；>1，2广.，是)组成的集£*，则£ 

= Cl &满足题设要求. 

例13 作集£：，使其一切的导集 E f , E \ …，，…彼此互异, 
而其交集 fU°° 非空. 

n= 1 

解 令例12中的集合为£。，即£。=0^.作集 E = £ 0 U 

k=i 

k =1 

第四节闭集与开集 

主要内容 


一 、闭集 

1 . 设 £ C = ir , 若£=)£、则称£为 闭集. iBE =£ U £： f ，并称 E 为 
£的闭包. 

£为闭集时，规定空集为闭集. 

2- 闭集有以下 性质： 

(1) 若仏，仏是 R " 中的闭集，则并集^1)厂 2 也是闭集.有限多 
个闭集的并集也是 闭集； 

(2) 若 {&:</} 是 R n 中的一个闭集族，则交 集/^ H 尺也是 
闭集. 

3. 康托尔 ( Cantor ) 闭集套定理若是 R n 中的非空有界 
闭集列，且满足厂二… DfVD …，则 n 关; 0 . 
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二、开集 

1. 设是闭集，则 G 为开集. 

R " 是开集，空集0是开集， R " 中开矩体是开集；闭集的补集 
是开集. 

2. 开集具有以下 性质： 

(1) 若是 R " 中一个开集族，则并集6=11(^是开 

* 6 / 


(2) 若(是=1，2,…， m ) 是 R " 中的开集，则其交集 

是开集； 1 

(3) 若 G 是 R " 中的非空点集，则 G 是开集的充分必要条 件是: 
对于 G 中任一点 * r ， 存在5>0,使得 BCrj )( ZG . 

3. 设 £CR' 若对于 leE ， 存在沒 >0, 使得 BCrJ)C：£ ，则称 

: t 是 E 的内点；记£的内点全体为£°，称为£的内核.对于开集，五 
=£ 0 . 


4 . 定理 （ l ) R 1 中的非空开集是可数个互不相交的开区间 
(包括（一^，^^( — ^^，^^，(^， ㈤ :^的并集；。)^中的非空开集 
G 是可列个互不相交的半开闭方体的并集. 


5- 设五 C = R "， r 是 R " 中的一个开集族.若对任意的:，存在 


cer ， 使得则称 r 为(£的）一个开覆盖.设 r 是£的一个开 
覆盖，若 rcr 仍是£的一个开覆盖，则称 r 为 r 的一个子覆盖. 
R " 中点集£的任一开覆盖 r 都含有一个可数子覆盖. 


6- 海涅-波雷尔 (Heine-Borel) 有限子覆盖定理 R” 中有界闭 
集的任一开覆盖必含有一个有限子覆盖. 

7. 设 £CIR”. 若£：的任一开覆盖都包含有限子覆盖，则£是有 
界闭集. 

8. 设 / Or ) 是 £ CIR " 上的实值函数，，如果 V £>0,3 8> 
0,使得当 幻时有 1/(1)—/( A ) l < e ， 则称/在7=& 
处连续， A 称为/的一个连续点（在即 . r 。 是£的孤立 点时. 
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/ Cr ) 自然在 _r = x 。 连续).若£中任一点均为/的连续点，则称/在 


E 上连续 • 记£上连续函数的全体为 C (£) 


9•定理若 F 是闭集，则 开集; 若 G 是开集，则 C 是闭 


集， 


10. 设厂是11”中的紧集， /6 C ( F ), 则有 

(1) / Cr ) 是 F 上的有界函数，即 /( F ) 是 R 1 中的有界集 ； 

(2) 存在工。6尸，€厂使得 

/( x 0 ) = sup {/ O ) ： o'G F } , /< 3 ； 0 ) = inf {/( j ) : xE F } ； 

(3) /( x ) 在 F 上一致 连续. 即 Ve >0,3 占>0,当 y ，: r " eF 且 
— X W | <CS 时，有 1/(1’）一/ O ") I <£• 

若 £( ZR ” 上的连续函数列 {/* Cr )} 一致收敛于 / Cr ), 则 / Cr ) 
是£上的连续函数. 

11. 若则称£为自密集. 

£是自密集的充要条件是 E 不含孤立点. 

12* 若 £ = £' ，则称£为完备集. 

£:是完备集的充要条件是£既是闭集又是自密集（即 E 是不 
含孤立点的闭 集). 4 

三、波雷尔集 

1- 若£[!^是可数个闭集的并集，则称£为&(型) 集; 若 Ed 
R 71 是可数个开集的交集，则称£为(； 〆 型)集. 

F , 的补集是 G 集; G 的补集是心集. 


记 R n 中全体有理点为 { n }， 则有理点集0 为^集. 

^=1 

2 - 设厂是集合 x 中一些子集所构成的集合族，且满足下列条 
件： ， 

(1) 0er ； 

( 2 ) 若 zer ， 则 / er ; 

(3) 若凡 eru = i ,2, …），则 U 凡6厂. 

n 1 

则称 r 是一个^代数.成立下列 事实： 

• 40 • 



(1) 若九€厂(打=1，2广”，爪），则0九€厂； 

n — 1 

(2) 若九 6厂(《 = 1，2, …），则 

f]A n er, \m^A n er, limber ； 

« =^= 1 fi+oo «-^oo 

( 3 ) 若厂，则 4\ Ber ; 

(oxer. 

3. 设 2 是集合 X 中一些子集所构成的集合族 . 对任一包含 2 
的心代数 r, 若 Aer(2) ， 则 zer ， 则称 r(2) 是由 2 生成的^代 
数 - 

4. 由 R" 中一切开集构成的开集族所生成的代数称为波雷 
尔 r 代数， 记为激 • 逐中的元素称为波雷尔集 . 

闭集、开集 、 F„ 集与 G, 集均为 R” 中的波雷尔集，波雷尔集的 
补集也是波雷尔集 . 波雷尔集合列的交、并、上（下）极限集也是波 
雷尔集 . 


5. 伯莱 （Baire ) 定理设£匚 『是 集，即£= D 尸*，〜（々= 

1 

1，2,…）是 闭集. 若每个^均无内点，则£:也无内点. 

四、康托尔（三分集） 

1- 康托尔（三分集）的构成将区间[0，1]三等分，去掉中间 


三分之一，记留下部分为厂= 



音， 1] = /^ UFk 2 _ 再将 


两部分各自三等分并去掉各自中间部分，记留下部分为 A 





Ia ]^ F 2 a [ JF 2 MF ^[ JF 2 ^ 


如此继续，得到集合列 {FJ ， 其中 

F n = F titi LH 2 U … UFj 1 ， w =1，2，"、 


作点集 (7= PlK ， 则称 C 为康托尔（三分 ) 集 * 

/? - 二 1 

2_ 康托尔集有以下 性质： 

(])r 是非空有界 闭集； （ 2 )c 是完备集 (c=c) ; 
(3)C 无 内点； （4)C 的基数 （势） 是 = 


争 
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3. 康托尔函数设 C ： 是 [0,1] 上的康托尔集，其中的点可用 

oo 

三进位小数1 = 2 ^ ，仏 = 0，1;纟=1，2,…来表示. 

1=1 。 

(1) 对于: rGC ， 定义 

t OO h oo 

<^^= 9 ^ 2 ,^ 争卜 争02, =。，1;/ = 1,2,…） 

是 C 上的函数.因为[0，1]中点可用二进位小数表示，所以 〆 0 = 
[0，1]. 9? 00是(：上的单调增函数. 

(2) 对于: r €[0, l ]， 定义 

^( x )= : sup {9 , (3 , ) :: 

是 [0,1] 上的单调增加函数_少(: r ) 还是[0，1]上的连续函数.在构 
造康托尔三分集时所去掉的中央三分开区间上，少 O ) 是常数. 
边 Or ) 又称为康托尔函数. 

疑难解析 

1. 为什么有限多个闭集的并集是闭集，而无限多个闭集的并 
集不一定是闭集？ 

答 设心, f 2 ，…， I 均为 闭集. 要证 Of , 是 闭集. 因为对 

(= I 

任意是闭集，故 CF a 是开集 • 但是 

UFJ = n ^ F ( , 

1—1 t —1 

因为每个是开集，故由开集的并集仍为开集知％^=0#广 

I - 1 

是开集，所以 F = y (貧 F ) 是闭集，从而证得是闭集 • 

i 1 

在无限多个闭集时，我们作 - 

F k ~ 士 CIR 5 » …， 

则有 U & = (0，1]， 不是闭集. 

k — I 

2 . 为什么有限个开集的交是开集，而无限多个开集的交不一 
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定是开集？ 

答设，…， G „ 是 R ” 中的开集，则 GJ (^ = 1,2，*"，饥)是 
闭集，且(^=0從.由闭集的性质知 ， G ° 是开集，所以 G 是闭集. 

k=^\ 

在无限多个开集时，我们作 A n = — — ，〃 = 1，2,…，有 

n n 

n ^=( o }. 而单点集⑻不是 开集. 

If = 1 

3. 为什么康托尔集的基数是 A ? 这说明什么？ 

答 当将 [0,1] 中的实数按三进位小数展开时，康托尔集中点 

OQ 

x 与三进位小数集的元素: r =；2 爭，& = 0,2 —一 对应，故 C 的基 
数是也 

这一结果说明，不能包含任何区间的康托尔集 C ， 按对等的原 
则，它的点与整个 R 1 空间的点一样多. 

4-为什么有的集合既非开集又非闭集？有的集合既是开集又 
是闭集？ 

答 我们知道，当集合£：=>£^时，即£的所有极限点都属于£ 
时，集合£是闭集.于是当£中含有左的极限点而又不含全部极限 
点时，五既非闭集又非开集.例如 R 1 上的半开区间（0,1]，有16 
( o ， i ]， 但 ie ( o ， i ]°, 故 （ o ， i ] 不是开集; oeco , i ]'， 但 oe ( o ， i ]， 
故0不是闭集. 

而0和 R ” 既是开集，又是闭集.因为 0" = !^. 当 R ” 为开集时， 
0是闭集.同样，因为 OU e = 0 是开集，化是闭集. 

既非开集又非闭集的集合是大量存在的，如 R 1 上的半闭区间 
(«，/?]或[/?，《)都是此类集合.而既是开集又是闭集的集合，只有 
空集0和《维欧氏空间 R ". 

方法、技巧与典型例题分析 

熟悉开集和闭集的定义、构造与性质，是讨论与证明关于集合 
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的命题的基础.证明的方法根据具体问题确定.可以由定义直接 
证明，也可以利用性质推证，反证法也是效果较好的方法.还可以 
用对等性、充分必要条件来证. 

— 、闭集 

例1点集4是闭集的充要条件是 :点集 A 中任何一个收敛点 
列必收敛于 A 中的一点. 

证充分性设 A 中任何一个收敛点列必收敛 于乂中 一点， 
则对于乂的任一收敛点 Aew， 必在集 A 中存在点列 
•z 0 ，《 = l ，2, …，使因为九所以于是是 闭集. 

必要性设 Z 是一个闭集， UJ 是 A 中一个收敛点列，％— 
•To. 如果有 某个” ，使 ■Zf : T。， 则: rA 山如果对一切《， 二: AX。， 但 X„ 

—了。，则々是 Z 的聚点，于是:因而总有 XoGA 命题得 

证. 

例2设 /( x) 是定义在 R” 上的连续函数，则对任意的 f 6 R 1 ， 
点集 U:/Cr)>(} ， U : /Cr)<?} 都是闭集. 

证记 £= U:/Or)>d .若£'=0，则结论显然成立. 设: T/ 
由极限点定义，在 五中存 在互异点列 U*} ，使得 x*— j :。. 因为: r* 
6五4 = 1，2，”.，所以有/(>*)</.于是，由/的连续性知 

f (.jcq ) = 

jt 一 CO 

说明 U : /(_r)<d， 即 PC：£，U:/Cr)<d 是闭集 • 类似可 

证 U:/Cr)<i} 是闭集. 

例3证明 ：任意 有限集£是闭集. 

证因为对有限集£：，显然有 £'=0C：£， 所以£是闭集 • 

例4设4是 R 1 中的点集， A 既是开集又是闭集， 证明： A = 0 
或 j 4 = R 1 . 

. 证这实际就是我们在疑难解析4中所说的情形.用反证法. 
设4关0，/1妾 R 1 . 因为 A 是开集，则当乂的构成区间是{(«„，氏） } 
B 寸，有 A == U («,, ，氏) • 由于 A 不是全直线，故区间的端点集 k } ， 

n 
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{^n } 中至少有 一 个是有限的，不妨设为 A ，力€儿但因为 (0^ ，供 ） CI 
所以 A 是4的极限点，于是又由于 A 是闭集 ， WC 儿这 
时有引出矛盾.所以 Z ^ R 1 . 

例 S 证明： 实直线 R 1 中的闭区间|>，6]不能表为两个不相交 
的非空闭集的并. 

证用反证法.设存在两个非空集合心和^，有心门尺=0, 
F 1 UF 2 =[ a ,6]. 于是， 〆 厂，仏）=^>0,且存在 

p(j：i ,x 2 )=p(Fi^F 2 ) — d'>Q^ 

取1。= '|"0】+：1： 2 )，则：1：。€0,6]=尸山厂2，故1。€厂或 /不 

妨设，则 

d~pCF \^F 2 )<|°(*^。，厂2 ，*2'2) == <^/2， 

而这是不可 能的. 同理，也是不可能的，故假设不成立 • 

例6 证明： 实直线 R 1 不能表为可列个两两不相交的非空闭 
区间的并. 

证设 uA ]，[ a 2 ,6 2 ] ，…，[〜▲]，…是任意可列个互不相 
交的闭区间.要证 D ( a „， o 不能填满全直线，即 

n — 1 

_ 0 
>1 = 1 

(1) 令 £ = c [0 (^，匕)](表示这些闭区间内域的并集，则 E 

1 

是非空闭集）. 

(2) £是实直线去掉可列个互不相交且两两无公共端点的开 
区间（否则，引出矛盾）而构成的，所以£：是没有孤立点的闭集，故 
£是完备集，其基数为8.但 

■ 

_ U (“„，/?„)]( — £ — {“1 ，/?]，…，卜，… } ， 

t\ 1 

而心，…}是可列集，故 [ 0 ( A ，/ v )] e 的基数也是妗，从 

71 ^ [ 

而知其非空，所以 ij ，匕）矣 r 1 . 

^ — 1 
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对 R ” 上的两个点集 Z 和如果 B 中每一点的任一邻 
域中总含有 A 中的点，则称 A 在 S 中稠密.若 A 在 R ” 中稠密，则称 
A 是稠密集.对 R " 中的点集4,若点集 A 和每个非空开集的交在这 
个开集中都不稠密，则称 A 是疏朗集(或称无处稠密集). 

例7证 明：任 何点集的导集是闭集 • 

证设点 集五的 导集为设:^是£'的极限点，则对任何占> 
0,必有某个 6 [ N (文。，谷) \{ x 。}) 门 ，取 € = min { 5 1 — p ( x a jy)i 

: y 6 W ， 故一定可以取到某 j ： e /^(7，£)门4，有 1?^：1：。，且*2：6：/^(：*：。， 
幻 ru ， 从而既然 w 包含了 
自己所有的极限点，则 w 是一个闭集. 

例8 证明: R 1 中每个闭集必是可列个开集之交，每个开集可 
以表示成可列个闭集的并. 

证因为闭集是开集的余集，所以 R 1 的每个闭集均可表为 
(-00，+00)\^|( < 2„人），其中{02„,6 >] )}为至多可列个开区间.这 

JI 

时 

( — 00 >+ 00 )\U yb n ) 

tt 

= 门 [(_°° ， +°°)\(^ ， 6«)]= n [( —°°ta n ]U[^» +°°)] 

n n 

= n G [(— °°，屯 + i / 是） u (匕 一1/ 是， +°°)]- 

n 

这样，便把闭集表为可列个开集 （一 oo , 〜 +1/々 ）U (匕 一 l / l + oo ) 
之交_ 

又设 G 是开集，则（一 oo ，+ oo )\ G ’ 是闭集.由上面的钲明知， 
存在一列开集 使（一 oo ，+ oo )\ G = f | G n ，因此 G =(- oo ，+ oo ) 

n 

\ na = u [(-^,+ oo )\ G rt ], 这样 ，便 把开集 g 表为一列闭集 

n n 

( — OO y + oo )\ G ；„ 的并，命题证毕. 

例9 证明： 求闭包的运算有以下 性质： 

( 1 ) 0 - 0 ； (2)A^A ； 
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(3) ( A ) = A ； (4) ALn 5 = ^4 L ) 召. 

证 （1) 因为 ^2^ = 0，所以 

(2) Z 匚= 万. 

(3) 由闭包定义和例7以及 ( AUAU … UA „)，= XLM ; U … 

LMl ， 

^5= AUG ?) f = AUz f LKAUWV 

= AUA , \ J ( A ， U ( A , y )( ZA [ jA , [ j ^ A , UA f ) 
^ AljA 1 = ACZ ( A ). 

所以 7 iy = 万. 

u ) 利用 (a lm 2 u … u 凡)，=乂 lm ’ 2 u … lmI ，有 
UB) = U us) U (/UJ5) f = (yiu J5) U U) 

= ( ZUW ) U ( BU #)=^ UB . 

例 10 证明 :：a 是包含4的最小闭集.即对任何闭集 F ， 如果 
F =>4, 则 F=)X 

证设闭集尸二^，则 X 的聚点必是 F 的极限点，从而 
( Z . F . 于是万 = v 4 LM ' C ： 尸. 

二、 开集与开覆盖 
例11 R ” 与空集0是开集. 

解 用定义证.因为 R ” 包含它的每一点的邻域，所以 R ” 中的 
每一点都是它的内点，故 R " 是开集.而空集0不含任何点，故0不 
含有不是内 点的点 ，故0是开集. 

疑难解析4用余集概念证明 R " 和空集 0 又是闭集 • 

例12证明下列 命题： 

( 1 ) R 1 中任意开区间是开集； 

(2) R " 中点/>的任意邻域 N (/>， 幻均是开集. 

证 （1) 设 U ,6) 是 R 1 中任一开区间，任取则 a<、r 
< Cb . 取 e: r = min {: r — a ， 办一 } ，则有 

A 7 (.r ,£, ) = (,r — e ,, j + ) CZ (a ,bh 
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所以是 ( a , 6) 内点，由 x 任意性知命题成立. 

(2) 需要证明对任意们，存在 7 V (9， e ), 使 AKg ， e)C 
mp ， d 、. 

设声 6R"，AK/> ，占）= 伶:〆 />，e) 〈礼 若 g6AK 户，谷），则〆 /»，g) 
<谷，于是 

设有 /6 NXg ， e )， 则 p(q , t)<Ce — d ~ p ( p t q ). 于是 〆 />，/)< 
p ( p ， q 、+ f >( q ， t 、< d . (/>，占），故"(。£)(=斤{/>，幻， 从而？ 是 

W (/ >3) 的 内点. 由 g 的任意性知， AK /)， 幻是开集. 

例13证明 ：闭集 关于开集的差集仍是 开集; 开集关于闭集的 
差集仍是闭集. 

证设 G 是开集, F 是闭集，因为 

G \ F = Gf | F c , F \ G = Ff ] G c , 

而是开集 ， G ^ 是闭集，故 G \ F 是开集， F \ G 是闭集. 

例14 设/ 为 R " 中的开集，则对任意集合 BCR ”, 均有 
CAT 15. 

证设 xezriB ， 证 xe ^ TT ^. 

因为且 xes , 所以： reAfiB 或 
若:^乂门五，则 leAfiBcJTT^. 

若 zezrijB’ ，取了 的邻域 NU J)， 使 N(x，e)C：Z 且 JVO，e) 
[ N ( X ， 幻. 因为 :re 及， 于是在 iVCz，e) 中必有 B 中的无穷多个点， 
且在 ATCr ， e ) 中必有的无穷多个点.而 iVGr，e) 匚 AKxJ), 所 
以 iV0r，5) 中也有4门5中的无穷多个点.此即1604门5)'，从而 

jreXfhB . 

综上所述，得4门 Sc=：TTT^. 

例15 证明: 的内点的全体是包含在4中的最大开集， 
即对任何开集 G， 如果 AIDG， 则 

证设<7是开集，且 GCIZ， 则因为 G 中每一个点都是 G 的内 
点 ，所以也是4的内点，故有 GC/^. 
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例 16 设 { G „} 是 R 1 中一列单调增加的开集， G = UG . 如果 


闭区间 [ a ，6] CG ， 证明： 必存在 iV ， 当时， [ a ，6] 匚 、 

证设 G „= UU t u ) ，/^ >) ，其中 （ a 严，是 G , 的构成区间，则 

I 


[a ， 6 ]CU U (#，，），即 1 > ， 6 ] 为一族开区间{(#，#>)}所覆 

n I 

盖.由数学分析中的有限覆盖定理 ，一 定可以取到这族开区间中的 
有限个开区间，设为 {O 广 ,/ ^): 02 , 0 € 4 丨，其中 4 是一个有限 
集，使得 U 取； V^maxUAJeAd ，则对 

(7i,i>e Aj 

一切 （n ， n e A] ， 有 ， 成⑷ ） 匚 G, 匚 Gn ，所以 U (< n )H 

(»J)€A 1 

， 因此 n>N • 时， [> ， 6]CIGVC ： G„. 


例 17 设彳 t / jeA } 是直线上一族互不相交的开集.证 明：此 
族开集至多是可列个 • 

证因为对每个 AEA ， 由于有理数集的稠密性，必能取到有 
理数 neR . 又当时， [/ A n %=0, 故 r / n . 这样是 
U / yeA } 到有理数集的一个单射，所以 { t / A : AeA } 对等有理数集 
的一个子集，所以至多是可列集 • 

若是闭集，情形就不同了.例如，每个单点集是闭集，不同的单 
点集必然互不相交，全直线上单点集个数等于实数集的基数 

例 18 设 F 是 R" 中的有界闭集， G 是开集且尸 CG ， 则存在占> 
0,使得当 k |<5 时，有 

证对于任意的由于故必存在心>0,使 B (： y ， 匕) 
CG . 又 { B (: y ， 心/2)以6尸}组成 F 的一个开覆盖，故依有限子覆盖 


tn 

定理，存在力，力，…，使得 FCUS (>,(^/2)_ 于是，每一个 

1 

: ye 尸至少属于某个5(%，匕/2)，且)，与 C 中任一点2之间的距离 
为 

\y—z | I« ― yi , ! ~ 1 yt — y I '> ^ v^, ― ^v t /2 = ^ v y2. 
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，则当 |xI <^ d 时有 y ~\~ x^：Gi 

即 F + U }〔 G . 

例 19 设 / 是定义在 R 1 上的连续函数，且对任意实数〜点集 
U : 尸 U )= r } 是闭集，证 明:尸 是 R 1 上的连续函数. 

证要证尸连续,只要证对任何 r ， 点集 { x :/' Oc )> r } 是闭集， 
即对 A 属于集合且 X 。 时， JC 。 也属于集合.记 E r = {jczf 
r }. 设 J ：„6 •且 x "—;. 

如果存在 UJ 的子列 u nt } ，使/(：^)=「，则由题设知： ro €^. 
因此，可以设对一切》，均有 / U „)> r . 又若存在某 x „ = : r 。， 则 x o e 
£,，否则，或者可以取子列 ^-^0 ，使 得: S >: r 。 对一切 A 成立，或 
者可以取子列 X 。，使得:^0。对一切 々成 立.不妨设对一切 

nyX»<C.x Q . 


如果：1：。€£.，则尸（: rdO . 依导数定义，易知存在^>0,使得 
k - i 0 | 时， /( 工） ~^ Uo ) < r . 这是因为 A — x 。， 故一定可以取 

x — x 0 

到沁使当打时， U - aIcL 从而 /( 工”） - 

— I■— ■**1^ 

^ n 又 0 

因为 Z 7 Cr < j )> r ，所以存在 jc ， Xo > x >: c „ ，使得~ 八工〕 > 

X n _ X 


r . 由于 = 


f{x n )—f{t) 


x n — t 


在 [ X ， x 。] 中是 f 的连续函数，且 F ( x )> 


， F ( j ^)< r ， 则由连续函数的介值定理，必存在 0， i 。]， 使 


FiXn ) 




r. 


又由拉格朗日中值定理，至少有一个 ‘ eDrd ；；]， 使 


f ( a n ) = F ( x n ) 




而: — I 。.由于 


U : j rCr )= r } 是闭集，因而 / Cr Q )= r ，引出矛盾. 

例20设 / Cr ) 是定义 S £ C ： R ” 上的连续函数，对任意的 
R ， 令& ={ x €£ : / Cr )> i }， 证明 ：存在 R n 中 包含& 的开集 G ,， 使瓦 




£： fl ^ 


证对任意: rG 瓦，有 /( x )> Z ，故依 / 的连续性，必存在心>0, 
使得当时，有 /( jy )> h 作开集 G 严 UB ( x ， D ， 则 

^ e : E t 
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因为 G ,3£：,， 所以仏.而对上述任一 50：，《 U ， 都有五 0万 
( x ,^) C £,. 于是得 出£门<^(=£,, 从而得 £,=£ RG . 

例21 证明： 不能在[0，1]上定义如下函数/，它在有理点上 
连续，而在无理点上不连续. 

证设/是定义在[0，1]上的函数，记 £： n = U : 对 I 任一邻域 
(«， 〆 ），存在 x M x 2 e («，/?)，使 |/(文 1 )-/(工 2 )|>丄}.又记£ = 

n 

Gl£«， 依连续性定义直接验证，可知 E 为/不连续点的全体， 

力=1 

设对 x 的任一邻域 O ，/?)， 由于 x 是& 的极限点，故一 
定存在 ie («， i 0) n 艮，又是 s 的邻域，从而在(《，的内至少能 

取到两点:^，々，使丨八々）一 /(：c 2 )|> j ， 则 玟 ，所以是闭 
集. 

如果/的不连续点全体 E 为[0，1]中无理点的全体，则由五= 
D 艮可知， [o,i] 中无理数全体能表为可列个闭集的并，但这是不 

n— 1 

可能的（可用反证法证明）. 

三、其他点集 

例22证明：有理数集不是 G 集. 

证若令有理数集(?=卜以=1，2广.}，并设，式中 
G(i = l ，2, …）是开集，则实直线 11 

R I = (R 1 \Q)UQ-( UGf) U( U{r*}) 

i-=\ = 1 

是单点集，每个 { r *} 与 Gf 都是闭集，且由 G = 知每个 Gf 无 
内点，则依伯莱定理， R 1 是可列个无内点闭集之并，从而知 R 1 也 
无内点，引出矛盾.故 Q 不是 G , 集. 

例23设/(^)是定义在 R 1 上的函数，证明 ：点集 { xeR 1 : 
iim / Xy ) 存在}是集. 

v 

证作 wCr) =linmbCr) ，其中 
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sup { fiy )} — inf {/())}• 

0<. \ y~ t \ <C^ 

则 {xGRSlitn/X^y ) 存在 5 {x:uKx)< 丄}是 G 集 • 

y—►z 71= 1 W 

例 24 证明不存在满足下列条件的函数 /Crj): 

(1) /0t，3；) 在 R 1 上连续 ； 

(2) 偏导数藍，_在11 2 上处处 存在； 

(3) _/( jt ，y) 在 R 2 上任 一 '点均不可微 • 

证 不存在满足上述条件的连续函数 /Cr,：y). 作函数列 

« l/((^+l/w) ， : y)— /( 工， : y) I ， w = l ， 2, … 

则 Z^GCXR 2 ) ，且有 limT^ (: r，y)=/l(:r，3；). 由此可知， /l(x，：y) 的 

连续点集 A 是 R 2 中稠密的 G 集.类似可知 /(u) 的连续点集 B 

也是 R 2 中稠密的 G 集.因此，在稠密的 G 集上， / CroO 与 

/,Cr，：y) 均连续 • 故 /U，y) 在 R 2 上可微，不满足条件 （3). 

例25 证明： R 1 中可列个稠密开集之交是一个稠密集. 

证设 {O^SR 1 中的一列稠密开集.用反证法.设不是 

稠密集，则必存在开区间 （a#)， 使 （ f \ G n ) f ]( a ^) = 0. 取^<6, 

1 

使 [a，6]C(a，/3)_ 于是 （n G n ) n[a， 占] =0. 这时， nG n C[a^] c , 

n^l =1 

故 [<a，6]= U ([a，6] \G „). 因为 G„ 是开集，所以，有 \_a »&]\G5 = 

n = l 

([ a ,6]\G n ) c =DG n . 又因为 G„ 是稠密集，则其余集 [a，6]\G „ 是疏朗 
集.这样一来，[〜幻就可表示为可列个疏朗集的并，而这是不可能 
的.从而知命题成立. 

例26设£是直线上的完备集，《?五，66五且以关心证明 : 
也是直线上的完备集 • 

证显然有 （ i>，6]nE)'C£：Tl[a，A] = £n[a，6]. 另一方面 

D [“，办]，故取 E ，. T„h (”二；!，2,…），使 
—x •则当《充分大时 ，.r„6 ( a , b ) ，所以对充分大的 w， 总有 jt „ 6£fl 
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U ， b ). 这说明 16 (£ 0 (〜&))' = (£门[>，6])、 综 上即知 
[< a ，6]= (£ f ) [ a ，6])’- 

例 27 证 明：直 线上有限个或可列个稠密的 C , 集的交仍是稠 
密的 G 集. 

证因为有限个或可列个稠密的 G 集的交一定可以表示为 
有限个或可列个稠密开集的交，则由例25知，交集仍然是稠密的 
G 集 • 

例28 证明： A 是疏朗集的充要条件为万的余集是稠密集. 

证必要性设 Z 是疏朗集，则对 A 中任何点 * r 的邻域 
斤(工，沒)，存在；^(3^)〔；^<^，幻，且斤0^)门4 = 0.因为〜(3/，£) 
是开集，所以邻域中的点不会是4的聚点，即有 AKy ， e)nW = 0， 
从而 7 V (：^， e ) n 万 =0. 这样， AKy ， e ) C ： Z c ，知 AKx ， e ) 门故 

是稠密集. 

充分性若是稠密集，则任何点 jt 的任一邻域 iVCrj ) 与 
的交非空，即存在 yewcz , 幻 n 疋，但是 wcr ， 幻是开集，故必 
存在£>0,使 AKydCliVCr ， 幻 Pl 2 C . 这样，幻，且 
iVO ^ e ) 门乂 CAKydn 万=0，从而知 Z 为疏朗集. 

例29设 / Cr ) 是 R 1 上的实函数，/映开集为开集，问/是否 
连续？问连续映射是否映开集为开集？ 

解 映开集为开集的实函数不一定连续.如在每个区间 
[ M，n + 1 ](M = 0, 士1，… ） 上作康托尔三分集 P „ ，令 

G„= [« ，《 + 1]— 尸 " ， P— U P n ^G= U G n , 

71 ^ — OC 二一 

则 G 为开集.设 G 的构成区间为(❼,乂），々=1，2，*“，在只 1 上定义 
函数 


tan 

/ (x)=— 

0, 



I 2 


b k ~x 
h k ~ a k 




r ^： (a k ,b k ) ，走 =1 ， 2, 
尸， 


则/在 P 的一切点上不连续< 但对 R 1 上的任一开集 £= Uk , A ), 
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由于 P 不含任何区间，故不可能有 U ， A ) 匚 P ， 只可能是 （1)£ 匚 G ; 
(2)£的某些构成区间既含有 G 的点又含有尸的点. 

当 £ X = G 时，对任何£的构成区间 U ， 汉），必有 (的 ，汉） CZ (山，心) • 


依函数/的定义，/映 A ) 为 


■ 

1 1 b k — a k 1 

( 

tan 

— 

、2 b k — a ki 

丌 , tan 

\ 


bk — Pi 
bk 一 <ik) 


7 T 


因为可列个开区间之并为开集，故知不连续的/也能 


映开集为开集. 

当五 的构成区间 (《,， A ) 既含 G 的点又含尸的点时，由康托尔集 
的构造知， （ a ,， A ) 必含 C 的构成区间，所以/映开集£：为开集 R 1 . 

连续映射不一定映开集为开集.例如 /( x )= S in : r 在 R 1 上连 
续，但它将开集 (0,4 tO 映为闭集[―1，1]. 

例30设£是由康托尔集的补集的构成区间的中点所构成的 
集合，求 

解设康托尔集为 P 。， 其补集为 G 。. 

若工 ecooi 属于 g 。 的某构成区间（〜汉），由于在1的邻域 


(巧，反）中，只有一点+ (4 +戌）6£，知1不可能是£的聚点. 

若: r € P 。， 则由康托尔集的构造知,: c 的任一邻域必含 


有 G 。 的某构成区间(〜汉），于是必有£的点 ju + A ) eWCr , e )， 

故: r *£ 的聚点. 

综上所述，得 

例31设(：为[0，1]中的康托尔集，证 明： 

C + C = {jt + 3；: 

证首先， C+C 匚 [0,2]_ 其次，令 F „ XF « = 氏=1，2,…）， 


并记 P B n (= CXC )* 

ii—i 

对 AeCOd ]， 作平面上过点 Cr ，0) 且与: r 轴交角为135°的直 
线，并记此直线与艮之交集为 Dp 
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令 d 2 = ahb 2 , …， £)”=认— m 凡，又设 n 认=尸。(: ro ；)， 

1 

则 • ro == x +_ y 6 C + C . 由： r Q 的任意性知，命题成立. 

例32点集 E = u ： r ，3 oeR 2 : T 2 + y < i } 是平面上的开圆，则 
e 能表示为可列个互不相交的闭圆的并集吗？ 

解不能.用反证法.设而 {FJ 是互不 相交的闭圆， 

n^= 1 

显然，圆周上必有点凡于是问题归 结为： 开区间不能表 
为可数个互不相交的闭集的并集.但由定理知， R 1 中的非空开集 
是可数 个互不 相交的开区间的并集，且表示法是惟一的•故£不能 
表为可列 个互不 相交的闭圆的并集. 

例33设 GCR ” 为开集， /; G — R 为实函数，证明:/的连续点 

集为 G 集. 

证由/在: e g 连续的充要条件知/在点处的振幅 

- iim { | /(y)-/(x w ) I}=o (y ， ： r"e 愚 ，沒 ）） ，故 / 的 

^►0 + 

连续点集可表示为 


n {^^G\a)(x)<zi/k} ^ 

jfcs= 1 

而 U 6 C | o > Cr )< l /々} 为 ( R % r ) 中的开集，因此，/的连续点集 Ga 

集 • 

例34设 /: R - R 为连续函数，则/的可导点集为集(可数 
个^ 集的交集)- 

证由德 •摩 根公式知，/的可导点集为集的充要条件是 
/的不可导点集为集(可数个 G 集的并集). 

应用上、下导数的概念，得/的不可导集可表为 4,5， C ： 的并， 


而 


A 


lin /k ) ~ f ^ 


U 

R 6 Q 


lim -- - Wk —幽 二泡 


k a 
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U \a 

，/? €Q 
r<R 


lim 




n^n-J <r \ n L 


X — CL 


E /( x )-/( o )^ 


x-^a 


x — a 


= {a 


^/C£W(£)_ +oo 


c = u 




lim 


x-^« 


x — a 


'a 


a 


脳 /(:)—/(£ _ ) > } ， 


jr-^a 


x — a 


/( 工）一 /( a ) 


x — a 








x 一 a 


故只需证点集 u 


x-41 x—a 

是 G , 集.因为 Vi € R ， 




lin /( 七⑼ 


x-^a 


x — a 


a 


oo oo 


E ’y ) 二泡 糾 = n nc “ 


x-^a 


x 一 a 


— H R {a| 存在满足 0<|a? — a|<l/n 的 

裊 =1 n*= 1 

X 一 CL R 

所以是 G 集（也可以由 V n , keN 时/的连续性知 G ,，* 为开集得 
出），同理可证卜 li m /( P 二八 也为 G , 集.从而得/的不可 

\ 7 =^z x—a ) 

导点集为 GW 集，即/的可导点集为集. 

例 3 S 设 /: IT -^ R 为连续函数， /6 N ， 且 

lim/.Cx)—^^) » V x^R". 

i-^oo 

证明：⑴若 GCR 为开集，则 广 KG ) 为厂集 ； 

(2)/ 的连续点集在 R " 中为稠密的仏集(<^/的不连续点 
集 £)(/) 在 R ” 中为无内点的厂集). 

证 （1) 因为 R 中的开集是可数个构成区间的并，所以可设 G 
为开区间(《,6)，由于 UI /, Cr)>a + e } 是 ( R ”， r ) 中的闭集，于是 


{jc|/(x)>a}= U Xj U {x\f i ix')'^a J rz) 

*6 Q 4 * =1 ,=: * 

为厂集.同理可证 U |/(: r )<6} 也为 F , 集. 它们的交集 

f ] ((ci »6) )= { j - \a<Cf ix)<Cb) ~ {x |/(^)>^2 } fl {x |/( jr )< C ^} 
也为 厂集. 
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(2)aeD(/) ㈡ 3 />，g€Q， 使 

p<f (a^Xqi <=^aG/^ 1 ((/>,?))<=>^6/~ l (R— (/ > ， 9 ))) ， 
且存在点列 u,}， 使 

lim a ( =a, fiad €:(/*，？）， f = l ， 2, … 

i -^ -f- co 

(lim a ； =a ， a 石广 1 ((/> ， g) )<=» lim a y =a ，〜云广 1 (R — (/ > ， g))) 

/-^ + oc #—► + oo 

㈡ 广 KR—(V，g：))- 广 KR- (户， g)). 

所以 D(/)= U [/ _1 (R — (/>，g))— 广 VR—(/>，g))]. 

^• 9 ^-Q 

P <9 

由 （1) 与德 • 摩根公式可知 ,/ _1 (R—(/>，g)) 为 G a 集，再依德•摩 
根公式推知，广 HR— (/)，？)）一广 UR-Qw)) 为忆集.易知其无 
内点，所以 ！)(/) 也是尺集，而且它是至多可数个无内点的闭集的 
并. 依据伯莱定理， D(/) 也无内点. 


第五节点集间的距离 

主要内容 

1. 设 xeR ”， 五是 R tt 中的非空点集，则称 dOr ,£) = inf { ix —： y |: 
3^ 幻为点 ： r 到五的 距离.若是 R ” 中的非空点集，则称 

，: ye £： 2 > 为五 ！与£ 2 之间的距离，也 

定义为 

in{{d{x,E 2 ) iX^Ei ), 或 inf { 以⑻ ， _y) 

2. 若 fc ： ir 是非空闭集，且 a e r % 则存在: y。e f ,使 k 「 > I 

= d ( x 0 ， F 、. 

3. 若£:是 R ” 中非空点集，则 d (： r ，£) 作为 x 的函数在 R " 上是 
一致连续的. 

若 F ” F Z 是 R " 中的两个非空闭集且至少有一个是有界的，则 
存在力€心，、: r 2 eF 2 ，使得 U — 了 2 丨 心 ，尸 2 ).(也称为距离可达 
定理） 
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4 . 连续函数延拓定理若 F 是 R " 中的闭集， / Gr ) 是定义在 F 
上的连续函数且 l / Or )|< M (: r 6/0, 则存在 R ” 上连续函数客 Cr ) 
满足 

|^( x ) |^ M , ^( x )=/( x ) , j ：6^- 

5. 隔离性定理设山 B 是 R n 中两个有界闭集，且3门忍= 
0,证明 ：必存 在开集，使^\〔(^，^0^且<^[*^ 2 = 0. 

疑难解析 

1. 怎样理解点与点集、点集与点集间距离的槪念？ 

答可以这样 理解： 

若 x 。 为一点，£为一点集，则对任意: y 6£ ，恒有以心，3；)> 
以： r 0 ，£); 对任意恒有点与点集、 
点集与点集间距离都是非负的，即304,5)>0，^0。,£)>0. 

点： r 。 与点集丑之间距离,可视做单点集 U } 与点集£之间的 
距离 ， d ( Uo }，£：)=^{： co ，£}. 

若 jt 。G £，则 d ( j ：。 ， E ) = 0. 

若 AflB 关0,则= 但若以工。,£)=0或 = 
0，不一定有工。€五或例如，若4=(0，1)，5=(1，3)，则 
d ( A ， B )=0, 而 

2. 距离可达定理的条件可否改变？ 

答此定理在上节例20中已被证明. 

若4 B 不是有界集，则定理不再成立 . MA = N ， B ={ w + l /(2 n )}， 
显鮮 f =及=0，所04，細集，且对任魚€儿》+1 / ( 2 n ) 
6*6，有</(«，11+1/(2«)) : =1/(2|1).因为(”， w +1/(2 w )) = l / (2 n ) 

-^^0,故 d ( A ， fi ) = 0, 但对任何 xeZjeB 均有 d ( x ，_ y )>0. 

定理中， 4， B 均为闭集的条件也不能减弱.如 A ==[ l ，2 )，fi = 
[3,5]，则 A 不是闭集且 rfd /?) = l •但对任意均有 
c /(: r ，3；)> l ， 所以在4和 S 中不存在符合要求的点. 
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3. 隔离性定理的条件能否放宽？ 

答定理条件可放宽到不要求两集合有界，但均为闭集的条件 
是必要的，不可改变.如对/ = [2,3)，五=[3,5]，定理显然不成立. 

单点集是闭集，所以对且/>关9,依定理可知，必存在 
集<^，0 2 ,使/^<^， 9 €<^ 2 ，且(^|10； 2 = 0. 


方法、技巧与典型例题分析 


讨论与求证点与点集、点集与点集间距离时，关键是要选取恰 
当的点或子集，使过程简单明了. 

例1 设心， A 为两非空有界闭集，且= 则 

^(Fj,F 2 )>0. 

证 用反证法•若以心,仏）= 0,依距离可达定理，必存在/ 

Fi » go € ~ 0. 从而由距离定义知/9(>， 

即 Po =9 o 是心与的公共点，与门^ = 0矛盾. 

例 2设 A 为非空点集， 6>0， fi ={ : cjOrMXW ， 则 ACB ， 
且 S 为开集. 

证 对任意:有 dCr ， y 4) = 0< d , 故 xe 5, 于是 ACIS . 
又设工上万， 则以: co ， A )< J , 于是存在£>0,使以1。,4)+£< 
d . 因为^^，^^-^〖{以心一:^所以由下确界定义知， 〆 C >0, 

A 

彐 XiG A ， 使得令心。 = d — t /( x 0 , 工 !）> 

0,即得 A 的邻域 

事实上，任取 _ y 6 N (: roA 。） ，有 < i (： r D ， 夕)<先。，又由 
d 一 5_r o ，故 

d(q t oci)^cKq t Xi )< id XQ ^ d ~ d Xi ) = d - 

因为了所以 <^(9,4)<3(9，1】）〈<^，从而96凡即 N ( Xrt ， d x J 
CB . 故 x 。 是 B 的内点，于是知 J 5 是开集. 

例3证 明：在 R ” 中每个闭集可以表示为可列个开集之交，每 
个开集可以表示为可列个闭集之并. 
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证 R 1 的情形在上节例8中已得到证明.为证明 R ” 的情形， 
先证明一个有用的结论 ：对任 意集合 AC ： R ”， d >0, 点集 G = 

必为开集. 

V x € G ， 有 c / CrMXd . 令 JCrM )， 则 ATCr ，'|) 匚 G , 

故: r 是 G 的内点，于是 C 为开集，且 G = M . 

设尸 为 R ” 的一个闭集_ {aid(atF)<il/n} ,n=l, 2 y^ m . 

由前面结论知, G 为开集，且 G „] F . 又因为 V xeF , 有 = 0 

<1/«，”=1，2，“.，所以: recede f\G H . 反过来 ， v ：ce Gg ,, 有 

*t=l n = \ 

< i ( j ：， F )< 去 *， n = l ，2，_". 令 n — 00 ,则 d (： r ， F ) = 0, 因尸为闭集，故 

x^F. 综上所证，知尸=行(^. 

«=1 

设 G 为开集，则 G ° 为闭集，由上面所证知 G °= HGAG , 为开 

«=1 

集）. 于是, G =( Gcj ^ Ckg ^ o ^ 为闭集 ）• 

n=I n=1 

例 4 设心乂是只"中的闭集，且/ \HA = 0， 证 明:存 在开集 
，使^0(^ = 0，而(^：3/^,(； 2 二^ 2 .(又称为隔离性定理） 

证1由题设尸 ，，心 是闭集，/^门仏=0,则对 • reA ，有 

作邻域 B (: t ， D 和 

6)，其中心=如(：^ 2 )，6=^(3；，/^).再令 

Gi= U B{xjd x ) , G 2 = U Biy^dy). 

X ^ F \ y ^ f 2 

显然, Q ， G 2 都是开集，且二) ^， G 2 二) F 2 , 

且 a € G 2 , 于是必存 

在若心。 > A 。， 
则有 

d 、jc q ， F 2 、 C ^ yo } ， a ) + J (“， S ^ ~^r ^ 

^2^ o = ^(jt 0 ,F 2 ) » 


尊 


6 () 


鲁 




这是不可能的 • 故 


证2作^到11的连续函数 

工 )— d { x , F x ) 

JKX ) ^ d { x , FO + d ( x $ F z y 
则即心= 广 广 Ul ) •令 


Gi = / _1 ( (― oq，~|o j ， G 2 ~/"" l | ，- foo) j . 

由连续函数的性质，开集的原像集是开集，故 GpQ 均为开集，且 

G\ 0(^2 — 0 ， GiZD/^i ， C?2 〕 /^2 ， 


例 S 设儿召为非空闭集且 AP | B =0, 证 明：在 R 1 上连续函 
数有 /(X) 满足 :0</ Cr )< l ， 且当: rex 时, /(X) = 0; 当: r 6 B 时， 
/ U ) = l - 


证以 dCr ， Z ) 记点 I 到集合 A 的距离，则 dOr ,^4)>0, 其中 
等号当且仅当时成立 • 作函数 




d ( jo ^ A ) _ 

d ( x f A )-\- dix ’ 


(一 oo ，+ oo ). 


先证 dCr ，> l )+ JCr , S )>0, 则 / Cr ) 有意义 • 因为 ，若以 x ，/) 
+ d ( x ， B ) = 0, 则 于是 xeAf | B ， 与假设 A 

(1丑=0 矛盾. 

再证以 x ， A ) 是: r 的连续函数 _ 因为，对任意心，有 dCraMX 

\ x 0 — x \ (: r ， i 4) 和 \ x ~ x 0 \ ^ rdix ^^ A ) ，所以 


\d{x yA) — d(xo^A) I ^ \x~Xo I j 

即知 c / Cr ，4) 是的连续函数. 

类似可证 dOr ， B ) 也是 jt 的连续函数. 

因为 / U ) 是连续函数 c /( x ， A ) 与 dOrj ) 的复合函数（分母不 
为零），所以 /( J ：) 是 x 的连续函数.又当 xGA 时， d ( jr ， y 4) = 0, 故 
/(1) = 0;当:?^5时一0,3)=0，故/0')=1. 

例6证明 ：有理 系数的一切多项式所构成的集合在 C [0，1] 
空间内处处稠密. 
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证设 e >0 是任一正数，对任意 〆 > r ) eC ， 可以找到多项式 
尸( 1 )，使尸） < e /2( 维尔斯特拉斯第一定理).设戶 ( x )-^ 0 + 

化工+…+ 仏: r % 用满足 k — 的有理数& 代替化 ，作以 

有理数6,为系数的多项式 

Q ( jc ) =6 0 + 6】 jt + … ~^ rb n x n , 

则 | P (： r ) — Q ( x ) I = I ( a 0 — 6 0 ) + (ai — 6 i ) + … + ia n — b n ) j 

^ 丨 a 0 —6 0 1 + \ ax ~ b \ t |x i + … + \ a n ~ b n 1 |^ n | 

^ | a 0 — 6 0 i + ia T —| H - h \a n — b n \ 

< u ^ T^ l)= T 

所以^尸4)<£/2,但是 

( 炉， P)+d(P ， Q)=e/2 + e/2=e ， 

故有理系数多项式集在 C [0，1] 中稠密. 

例7设点集 Ai ， j 4 2 均非空，且 d(A ， yl 2 ) = e >0, 令私= 
{/> j (/ j(/>，A 2 )<e/2}， 证明：戌 P|B 2 =0. 

证用反证法.设私门5 2 关0,则存在艮.从而知 
d ( q f A l )< e / 2 , d ( q y A z )<€/ 2 . 则依下确界定义，必有九，九 G 
/2，使得6?(心户 1 )<£/2，以9，/^)<£/2，所以有 

d、pi ， pz^^^ci ( p\ ， q) d 〈<]， /> 2 )< s /2 + e /2 — £• 

于是有，/^)<^，与题设矛盾 * 故必 n ^ = 0. 
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第二章勒贝格测度 


第一节点集的勒贝格外测度 

主要内容 

1. 设£(=只".若{八}是 R ” 中的可数个开矩体，且 £ C ： LU *， 则 
称{八}是£的一个 L - 覆盖（显然，这样的覆盖有很多，且每一个 L - 
覆盖确定一个非负广义实值 ; S u * l ( 可以是|/*1表示的 

体积）），并称 

7^(£) = ;1^2|/*丨 ： {/*}为£：的1-覆盖} 

k ^\ 

为点集£的勒贝格 ( Lebesgue ) 外测度 • 

若 E 的任意的//覆盖 U *} 均有^]4丨=加，则 〆 （£) =的， 

否则 m *(£：)< CX 3. 

IT 中单点集的外测度为零. R ” 中的点集 

{上 = (芒1，&，•••，二 -1 ，亡。，^十 1，… ，芒”） yj ^ i } 

in -1 维超平面块）的外测度也为零. 

2. R ” 中点集的外測度的 性质： 

(1) 非负性 m ，（£)>0， m *(0) = O ； 

(2) 单调性若 则 

oo 

(3) 次可加性 m * { U E k ) d ， 〆 （ D . 

“ 1 *- i 

若二 R " 为可数点集，则 ttT (£)=0. 
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3. 设 £ CZR ”，5>0 •令 

oo 

m 《（£：) = infdlA | : Oh 二>五，每个开矩体的边长<沒}， 

▲雄 1 * &1 

则 m ; (£：)= 〆 （£). 

4. 设尽， £ 2 Sir 中的两个点集，若以 a ,£： 2 )> o , 则 

m * (£i U ^) = m * (£ i )+ m * (五 2 ). 

5. 平移不变性设£01”，0：。€『•令 

£+ { j :。} 三 { x +: to ，: r 6 £} ， 

则 m * (£+ { x 0 })=» i # (£). 

疑难解析 

怎样理解点集的外测度？ 

答 R ” 中的开区间即为点集 

£= {x ： x= (j：i *X 2 ♦ **• yXn ),1 = 1 » … ,w}, 

式中 a A 均为常数，且当有某个化=6,出现，则£为空集. 
当条件(/= 1,2,…， 《) 中某个不等号改为等号时，称£ 
为区间.对上述区间 £( 包括某些不等号改等号情形)规定 

n 

m(E) = Y\(bi~ai) f 

< —1 

称为 E 的测度. n - l 时，爪(£)是£的长度;《 = 2时，饥(£)是£的 
面积;《 = 3时,讲(£)是£的 体积. 为了确定讲(五），我们需要利用 
上、下确界的概念定义点集的外、内测度.当一个点集的外测度等 
于内测度时,其共同值就是点集的测度. 

勒贝格外测度是勒贝格定义的一种外测度.设£是 R " 中的任 
一点集，对于任意一列覆盖£的开区间 {/*} (构成一个开矩体） ，五 

oo oo oo 

c UA ， 其测度总和2 |八 | ( 或 SmOO) ，这些和数组成一个非 

卜 1 k=i k^\ 

负的实数集合，其下确界 称为瓦 的勒贝格外测度，简称外测度•记 
做 

• 64 • 




m* (E)~in{ { IA I: 为 E 的 覆盖卜 

方法、技巧与典型例题分析 


加深对定义的理解，学会用外测度性质求简单点集的外测度. 
例1在 R 1 中，设£:是[0，1]中的有理数全体， 证明: m 、£) = 

0 , 

证依定义， w * (£)>()• V 0>0,记£= ( n ，”2，…，，…），令 

/*=(、一^^心+ ^十 1 )，则⑺(八） = W . 由于 £ C ：0 a ， 所以 

*=i 

oo oo 

^ m ( I k ) = ^ e /2 k = e . 依外测度定义又有（五) <£• 故综合可 

] jt =1 

知 m *(£)=0. 并由此得，对可列点集£，有 m * (£) = 0. 

例2设/是『中的开矩体，7是闭矩体，证明 : W T (7)=|/|. 
证 V e >0, 作一 开矩体 J ， 使得 JID 7 且 | Ji <|/|+ e ， 于是有 
m * |/|<| J |<!/|+ e . 由 e 的任意性知|/|<|/|-设 {/*} 是7的 
任意的 L - 覆盖，因为7是有界闭集，所以存在 { M 的有限子覆盖 

I i <50 

{'乂 2 ，一，/山使得1^〕7, 易知•由此 

户 1 ；-i *=i 

又得|门<，^(7),从而有; ^(/)=|/|. 

例 3 证明： [0,1] 中的康托尔集 C 的外测度是零. 

证因为(：=（由康托尔集的构造过程知 ，厂是 个长 

rt — 1 

度为3_"的闭区间之并集），故 

m*(C)<m , (F„X2 n • 3—”，V ^6N. 

从而得 m * (0=0. 

例 4 若 々是 1与 n 之间的某个整数, a 是某实常数 \ 并记 

E ~ { ( 工 1 ，: r 2 , …， x„) : x*=a ，一 cx?<X + oo ，序々 } ， 

则£是 R ” 中的零测集. 

证 对 KN , 记 
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E t ~ : Xk ~ a y — l < ixi < il , 

显然， £= 0 E t , a . 满足 m * (£) = 0 的集称勒贝格零测集，简称零测 

/=1 

集，零测集的子集是零测集，有限个或可列个零测集之并仍是零测 
集.所以只要证£，是零测集. 

V £>0,取开区间 

叫(及 ， wJ 4<朴^^ ’ 

显然， Ed , 且 ；《(//)=£• 由 e 的任意性知， m •(瓦 ）= 0, 故 m *(£) 
= 0 . 

例 S 设£是『中的零测集，即 m * (£) = 0, 证明： 

(1) 零测集的子集仍是零 测集； 

(2) 有限个或可列个零测集之并仍是零测集. 

证 （1)£是零測集，设则由外测度的单调性，有 
m (芯）= 0,又 w * ( Ei )>0» 所以必有 w * (£ j ) — 0. 

(2) 设£”£ 2 ，..•，五"，…均为零测集，即 (£*) = 0, 由外测度 
的次可加性得 mM 0五*)<^>-(£*)三0,即有7^( 0^) =0. 

OO 

故;是零测集. 

1 

例6对于任何 区间五 ，证明 : 7^(£)= m (£). 

证 （1) 先证 E 为闭区间情形. 

因为 V €>0,3开区间五”使^^五”且^^^^二^^幻+匕由 
外测度定义可得 ( EXm * (^ Xm (£)+€. 又由 e 的任意性，得 

m * (£)< m (£). 

V £>0,可取一列开区间 U 山使£(= 0/,,且；|>«(/,)< 

I * ! _ « 

m 、£) + e . 由有限覆盖定理，在 {/,} 中存在有限多个区间 （设为 
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由于 £= u (£： n /,), 可见各个 sn 乃均 

i — l i ~1 

为区间，所有这类区间五门/,的相应于第々个坐标的端点把[山， 6*] 
划分为 a * =：!：*】 6*. 于是，这些{工*厂 i = l ，2, …， 1*; 

A = l ,2, …,饥}把£分为若干个无公共内点的小区间.可以推出 ，五 
的测度等于这些小区间测度之和，但每个小区间至少包含在一个 
£ fU , 内，£门/,的测度又等于包含在其中的那些小区间测度之 

m 

和，因此 m (£)<；2 w (五 n /,)， 故 

1=1 

m m oo 

i~ 1 — 1 f = 1 

则由 e 的任意性 ，得出 m * (£)^ m (£). 

综上所述，当 £ 为闭区间时, w 1 * (£)= m (£). 

(2) 设丑 为任意区间. 

作闭区间£】和£ 2 ,使 ACECE ” 且 m (£ 2 ) — e < m (£)< 
mCi ^ + e ， 则由外测度的单调性与 （1) 的结果知 

m ( 五） 一 e< 讲 （ £0= ； 71* (E^Xm^ (£：)<»T (£ 之） 

由 e 的任意性，得々 • (£)= m (£). 

因此，求£的测度 m (£)， 只需求 ;《•(£). 

例7 证明： [0，1]中无理数集的外测度为 1. 

证设是[0，1]中的无理点集，£ 2 是有理点集，而[0，1]= 
，因£ 2 可列，故 w (£ 2 ) = 0( 详见例 1). 于是有 

\= m * [ 0 ， l]<w* (£1)+711* (£ 2 )~w* (£1). 

又因为£〗(=[<),1]，依单调性有 7» T (£)< m *[0, l ] = l _ 

综上所述，得 

例8 若 m * (4) = 0, 则对任意点集有 m - (> UJB ) = 

证因为 BCMUB )， 依单调性，有 m * ( BXm - (AUBX 
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m * ( yl )+ m * ( B )= m - ( B ). 所以 m * ( B ) = m * iA [ JB ). 

例 9 若饥 * CE 1 \E 2 )=m >, (£△&) = ()， 则 

m * (Ei \J E 2 )—7n* (Ei D*^) = wi * (Ei) —m* (£ 2 ). 

证因为饥*(£： 1 \£ 2 ) = 0，£ 1 匚[(£ 1 \£ 2 )1]£： 2 ],故 

w * (&)<w * iE x \E z ) +m * (£ 2 ) = m * (£ 2 ). 

又 mMEAEOsO ’ ACUEAEDUA ] ，故 

m* (£ 1 )=w* (E,). 

于是，证得讲 * (£】）= 〆 （&). 

因为 & U 五 2 = (£ i\£ 2 )U ( E 2 \£ i)U (仏 n &) ，所以有 

m *(£ 1 U £ 2 )< m *(£ i n £ 2 ). 

又 （ KLM ^) 二>(£ 1 (1&)，有饥*(£ 1 1^ 2 )>«*(£ 1 门£： 2 )，故 

m* {E x \JE 2 )=m* iE.ViEz). 

又 & 匚，结合上式可得 
m * ( ExXm * ( E l \ JE 2 )= m ^ ( E ：). 

结合 m * { Ei )— m * iEz ), 即得 

(£ 1 )= w *(£： 2 )= m * c ^ n ^). 

例 10 设是 R ” 中的两个点集，且 w * C 4)， m * ( B )< co , 
证明 ：( X )— m * ( B ) |< m * ( MAB )， 其中 AAB =( A \ B)\J 
( B \ A ). 

证因为 A 匚 [ BUM \ B )]，（ A \ B ) C ( AAJ 5)， 由外测度的次 
可加性与单调性，得 

w *( A )< m * CB )+ m * C 4\ B )< m * ( B ) + w * iAAB ), 

由 mVjBXw ， 故不等式两边同时减去 mHB )， 得 

77 i * ( y 4)- m *( B )< m # ( AAB ). 

类似可得 m * ( 5 )- m * ( A )< w * ( AAB )， 综合即得 

|m*(yl)-;n* (JB) |<m* (AAB). 

例 11 设儿 B ， （：是 R ' ‘中的点集，且 m * ( ylAB )- O , 
m * ( BAC ) = 0,证明 ： wi * (^4 AC ) =0- 
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证只需证明 UAB)U ( BAC ), BP iA\C) U (C\A) 

CI [ U \ B)U CBVO ] U [( B \ C)U ( C — B )]. 

先证 ( i 4\ C ) C ：( i 4\ B ) U ( B \ C ：). 当 时，但 xe 

C , 此时，若: ceB ， 则 ie ( A \ J 5); 若:则: rG ( B \ C )， 所以: 
04\ B ) U ( B \ C ) ，即 M \ C ) C ( AB)U (B\C). 

类似可证 CV 4 C [( C \ B ) U (B\An 
综合即证 AAC = (AAB)[J ( BAC ) ，则 

m* MAC )= m * MZVB )+ m * ( J 5 AC ) = 0. 

例 12 设山 B 是 R ” 中的两个点集，若 dC 4,5)>0, 证明： 

m * G 4+ B )= w * ( A )+ m * (B). 

证由外测度的次可加性 ， m * 04 +五 Xm * C 4) + m * iB). 
故只需证 m * (A + B )> m * U )+ m * ( B ). 

设 m * G 4 + B)< ⑺， V e >0, 作 ZUB 的 L - 覆盖 {/*}， 使得 

oo 

Su * | OTG 4 U 5) + e ， 

k^\ 

式中 /* 的边长均小于 JC 4， B )/ v ^ T , 将 {/*} 分为 两组： 

(1U 、 ，义 2 , … ， UA=>A; 

⑵ ，…， \JJiZDB. 

1 2 *^i * 

且其中任一矩体中均不能同时含有 A 与 S 中的点，从而得 

*>i *>i *^i 

于是，由 e 的任意性知(4 + 5)>饥* M ) 十 m * (B). 

例 13( 外测度的介值定理）设£为实直线的有界集， ;《•(£) 
>0,则对于任意小于 // T (£) 的正数 C ， 均有，使 WCEd - C . 
证因为£为有界集，所以可以在 [ a ，6]=)£ 上定义函数 

/(文)=7«* (£门 D * ，了])， j ~6 

显然，当 时， （£ f )[ a , j ：]) C ：(£： ni >，： y ]). 依外 

测度的单调性，有 / u )</ b )， 故知/是0,6]上的单调增加函 
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数. 


任取 [ a ，6] 与 A >0, 使 x+AG [<3 ，^]，依外测度性质，得 
/(x+A) — f(.jo)~m* (£f] [_a^x+h.y)—m* (£f| 

# (£D[<3 ， :r])+w* (Efl [ 工 +:+△]) 

—(£H[a ， x]) 

=m* (Ef] [x ? x+^])^m* ([x, j:+A]) 

=m([x ， x+/i]) =/i. 

故 / 在: r 处右连续. 


类似可证 / 在工处 左连续，从而得 / 在 |>，« 上连续 • 

由 /(«) = 0,/(6)= m *( E ) ，由 /( a )< C </(^) ，则依闭区间上 
连续函数的介值定理，知存在使 /(0= C ，即 w * (£门 
[ a 』])= C ， 取 集合五 eEflOJ ]， 则有 &(=£ ，且 ；》•(&)=(：. 

例 14设£:是 R 1 中闭集，且又是零集，证明：£必为疏朗集. 
证此时，£必不含任何内点，故为疏朗集. 

例 15设£为零测集，问闭包 E 是否为零测集. 


解 


•(£) = 0,不一定有 77^( E )=0, 例如，有理数全体是可 


列集，因而是零测集，但其闭包是全直线，显然不是零测集- 


第二节可测集与波雷尔集 


主要内容 

1. 设£01”，若对任意的点集 rciR ”， 有 

m ' ( T )= m * Grf | E )+ m * (了门£°)， 

则称£为勒贝格可测集(或—可测集），简称可测集 . T 称为试 
验集.该等式称卡拉西奥多利 ( Carath ^ dory ) 条件. 可测集的全体 
称为可测集类，记做的基数是2妗. 

m* (£,) + »?* (£ 2 ). 
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对任一集合了有 

( Tr \( E l \ JE 2 ))= 7 n <t ( Tf ] E z ). 

2. 可测集的性质 

(1)06^; 

( 2 ) 若 

则以及丑八£： 2 均属于 

I; 

(4) 若 £,n(/=i,2, …），则其并集也属于 若有瓦 n 民 

=0( /•关 )）， 则 

CO 

m * ( U^«) = 2 m * (五, ) ， 

<=1 .=1 

即 m* 在^^上满足可数可加性(或称心可加性). 

由上可知， R” 中可测集类构成 一个心 代数.对于可测集£，其 
外测度称为测度，记为 m (£). 

3- 一般地，设X为非空集合,^是X中一些子集构成的心代 
数，若〜及是定义在 i 上的一个集合函数，且满足 

(1) 0<K£)<oo(£eD ， 

(2) ‘，(0) = 0， 

(3)t # 在^上是可数可加的，则称是^上的测度 • ^ 
中的元素称为 (i ) 可测集，序组称为测度空间 • 

4. 若有递增可测集合列 hC^O-CLEr" ，则 

m(lim£*) -lim^(£*). 

>—►00 Jfc—►oo 

若有递减可测集合列^〕£ 2 二)…二) £> … ，且 mC&Xoo, 则 

m (lim£jt) =limw(£*). 

i - *^ c <> jt—►oc 

隹 

朱- 

由此可知半开闭矩体、闭矩体也是可测集，其测度即其体积 • 
开集、闭集及一切波雷尔集均为可测集 - 
6. 若则 V e>0, 有 
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(1) 存在包 含£ 的开集 G ， 使得 m ( G\£)<q 

(2) 存在含于£的闭集尸，使得 m (丑 \ F )< e . 

7. 若则存在，使得 

( 1 ) E ^ H \ Z lf H 是集, mCDsO ; 

(2) £=/ C \ Z 2 ，K 是/^集， m ( Z 2 )=0. 

8. 若£<=『，则存在包含 E 的 G , 集 G , 使得 m ( G ) = m*(£)(G 
也称为£的等测包). 

若有 R ” 中的集合列 & C & C ： … ci £* c : …，则 

limm* (£* )=m* { lim£*). 

k-*-c?o k—^oo 

9 . 若 £ e /，： r 0 eR ” jj (£+{ x 0 }) ei，s 

m (£+ { a：o })=»!(£). 

10. 设£:是可测集，则有 R 集 F ， 使 FCIE ，且饥 ( F )= w (£). 

11. 集五 可测的充要条 件是 : V e >0, 存在开集 G 和闭集 F , 使 
得 G 二) E 二) F ， 且 m * ( G - F )< e . 

疑难解析 

1. 卡拉西奥多利条件的意义是什么？ 

答勒贝格给出的测度定义是用讲八£)=；«*(£)给定的•点 
集内、外测度的直观意义相当于用圆的内接多边形面积与外切多 
边形面积来近似圆的面积，虽然比较真实、自然，但是要使用两个 
概念，还要区别无界集与有界集，讨论问题常常觉得不太方便. 

. 卡拉西奥多利条件是一个较为简洁的等价条件.对 R ” 中的任 
一点集£，£可测相当于它能够分割测量任何点集 F ( FCR B ) 的外 
测度.£把尸分割为 Ffl 五与 FH £： e ，则其并集（即的外测度就 
等于这两集的外测度之和，即 

m * (尸）=饥* ( /?(1幻+讲 • 

2- 可测集族与波雷尔集族有何区别？ 

答任何可测集必是一个波雷尔集与一个测度为零的可测集 

的并集，也是一个波雷尔集与一个测度为零的可测集的差集（见主 
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要内容 7). 此定理说明了勒贝格可测集与波雷尔集之间的关系.因 
为从测度的角度来看，定理 指出： 存在包含£的仏集 H ， 使 m (//) 
= mCE ); 存在含于£：的 A 集尺，使 mOO = mCE ). 称// 与 K 为 E 
的等测包与等测核. 

但是，不能认为这两个集族是等同的.因为确实存在不是波雷 
尔集的可测集，所以波雷尔集族是可测集族的真子族. 

3. 波曾尔测度与勒贝格测度有何联系？ 

答 一般地，若在波雷尔代数上定义了测度//，且对紧集 K 
有 M / O < oo , 则称 p 为波雷尔测度 (R” 上的勒贝格测度是一种波 
雷尔测度). 

可以证 明：若 P 是 R " 上的平移不变的波雷尔测度，则存在常 
数义，使得对于中每一个波雷尔集合5，有"(召 ）= A • m (5) .即， 
除了一个常数因子外，勒贝格测度是 R n 上平移不变的惟一的波雷 
尔测度. 

4. G , 型集与 K 型集之间有什么关系？与可测集又有什么关系？ 

答 若集合 G 可以表示为一列开集 } 之交，即 G 5 G , ，则 

1 — 1 

称 G 为 G 〃集； 若集合尸可以表示为一列闭集 { Fd 之并，即厂= 
0心， 则称 F 为厂集_由定义与和通关 系知: G , 型集的余集是 

i - 1 

集， F , 集的余集是 G 集.例如，若记 R 1 中有理数全体为 ，…， 
r„ ，…，则因为 R 1 中单元素集为闭集，知有理数集 Cl 是&型 

k =^ 1 

集.由此可知，无理数集5 { Wr *}} 是 G 型集 • 

k —\ 

C s 型集，&型集与可测集£存在下列关系. 

下列命题 等价： 

(1) £:是可 测集； 

( 2 ) 存在 G 型集 G ，使得(;二>£，且 m • ( G \£) = 0; 

(3) 存在型集 F ， 使得，且 m *(£ VO =0; 
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(4) 存在型集 G 和厂 型集 F ， 使得 G =)£3 F ， 而且 m ( G \ F ) 

= 0. 

方法、技巧与典型例题分析 

判断一个集合是否为勒贝格可测集，可以依据可测的定义，也 
可以用卡拉西奥多利条件或者利用测度的性辑.用定义是比较麻 
烦的，一般使用验卡拉西奥多利(简称卡氏)条件的方法来判断.用 
性质判断要具备一定的条件，利用与已知可测集的关系或者性质 
进行推断. 

计算集合的测度一般利用集合间的关系和外测度(或测度）的 
性质进行推算，其技巧表现为怎样把一个点集分解为已知测度或 
可求测度集合的组合，请读者认真体会例题. 

对于比较困难的问题，需按照题目要求构造一个有特定性质 
或特定测度的可测集，这要求读者熟悉不同性质集合的构造方式 
以及该集合与已知集合之间的关系，并能利用这个关系与运算性 
质进行推断. 

例1 证明： 勒贝格零测集必是勒贝格可测集. 

证设 m * (£) = 0,证明£满足卡氏条件 • 

设 F 是 R - 中任一点集，由外测度的单调性， 

w • ( Ff | 瓦） • ( Ffl 五 C )<w * (£)+m * ( F ) • ( F ). 

又由外测度的可加性知 

故£满足卡氏条件，是勒贝格可测集. 

例2设&可测，艮是任意点集， 证明： 

(£ z ). 

证若讲（£ 1 )与》 1 «(£ 2 )至少有一个是 oo , 则命题显然成立. 
设 mWJCcow * (£ 2 )<⑺，则由&的可测性，对任意点集 T 有 

w *(r)= w *(rn£i)+w*(rn£f). 

令了 = £'1^2,代入上式，得 
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m* iEi\jE 2 )~m* [(£iU£ 2) n[i]+ w * [(£1 u^z) n 拉 ] 

—m * (£ 1 ) -f w * (£2 0 )■ 

再令了-=£ 2 代入，得 

m * (£ 2 )=m* (£ 2 DEi)+m* (_£ 2 门拉）. 

将所得两式综合即得 

/w*(£ l U£ 2 )+w*(£ 1 n^> 

= m * CE^)~\~m * (£ 2 )— w (£ i )+ w * iEz ). 

例 3 设，£ 2 , •••，£/ 是互不相交的可测集， F 为任一点集， 
证明： 

t t 

，- ,-=i 

证为简单计，取/=2(/>2类似可证)， 

因为£^,£2可测，满足卡氏条件，故 

m*[Fn(£iUE 2 )] 

—m* [•Fri (£1UE2) n*Ei]+ w * [f*n (A u[2) n 拉 ] 

=m •(尸门 EO + T^CFflEz), 

命题得证.该结论可以推广到 / 为有限数 情形. 

例 4实直线 上只含 一个内点的集£的测度是否等于零？ 

解不等于零.因为£内含一个7。，则必有 x 。 的某邻域 
Nixo^CZE. 而 AT (: r 。， 幻的测度即开区间（: r 。 一心：^ +们的长度 
为站(衣>0)，所以，测度 w (£)>/«[ N ( x 。， 幻]>0_ 

n=\ 

00 , 求五的 测度. 

解 m (£) 可以是 oo ,0 或 a (0< a < oo ) •如： 

(1) 若£#» = [—丄，°°)，则 Pi £« = [0，°°) ，/? ?(£) = °°- 

fl « — 1 

(2) 若& = [ — 1 ，0 ]U («，°°)，则 G £« = [ — 1 ， 0],w(E) = l . 

# i - \ 

⑶若氏 = [n，co)， 则 ft£„ = 0,w(£) = O. 

# 1 —j 
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例 6 在 R 1 中作一个仅含无理数的闭集 F ， 使 m ( F )>0- 

解记 R 1 中有理数全体为 n ， r 2 ，…，作集 G= ( r n - l / 2 \ 

1 

& + l/r) ，使; tKGXI ， 再作尸 = R 1N \G, 则 F 是只含无理数的闭集， 
且 m(F)>0. 

例7设在[0，1]中有勒贝格可测集^，私 ，…， £„，满足条件 

rt 

2 m (瓦 )> n - l ， 证明 ：交集 A 瓦有 正测度 • 

i=l t=1 

证因为6£, = [0，1]\0([0,1]\民），所以 

/ =1 / =1 

m( n^i) =l—m{ u ([0 ， 1]\ 幻 ） >1— S^m(lOAj\Ei) 

n 

=1 —5][1— m (£/)] 

i — i 

n 

=1 — n + ^]m(£,)〉l 一 /i + (” 一 1) = 0- 

i — i 

命题得证. 

例8作一闭集 FC：[0,1]， 使 F 中不含任何开区间，且 m(F) = 

1 / 2 . 


解 先在 [ 0，1 ] 中间去掉长为+的开区间(音，吾)；再在余下 

的两个闭区间中间各去掉长为•^的开区间 ( —，—，丨;再 

在余下的四个闭区间中间去掉长为$的开区间（有4个）……继续 

进行下去，则第《次去掉的开区间长为 +( 有2” 1 个）……再继续下 
去，得到一列开区间，其并为 




32 J 32 f 


M / 25 271 
U \ 32^32, 


u -"， 


于是 w(G) = | + 2 •各 + …十•士 + … 
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4 8 Z n 


+ **•= y * 


令 F=[0，1]—G, 则 F 为不含任何开区间的闭集，且 w(F) = 

— 1 — 1/2 = 1/2. 

例9若将外测度定义 改为: m#(£：) 为包含£的可测集测度的 
下确界，则此时定义的外测度与原来定义的外测度有何关系？ 

答 两者等同. 


原来定义是 (£) = infm ( G )( G 为包含£开集） • 

GZ>B 

现设 inf mG4)=a ，由于可测集族包含开集族，故 

A=)£M 可灌 （ 

inf w(G)^ inf 

为开集 可测 

由 inf m(M)=a ，所以 V e >0, 存在可测集 A〗=)£ ，使 

可测 

m { A ^< a + t / 2 . 又因 4 可测，必存在开集使 W (G)< 
m { A ^+ t / 2 < a ^ E . 由 e 的任意性得 


inf m ( G )^ a = inf m ( A )^ 

dG 为开集 ADU 可两 

综上所述 ， inf m { G )= a = inf mM ). 所以两个定义 

GZ>£，G 为开集 A 二)可测 

相等. 

例 10 设£是直线上一个具有正测度的可测集，则£：中必有 
两点: c 与>使以 x ，_ y ) 是无理数. 

证任取:，作集合 {jy — uGE}. 因为 m(£)>0, 所 
以£不是可列集，又£ 1 = 1，故£ 1 也不是可列集，则丑 i 中至少含有一 
个无理数，即有 X、_y €£ ，使是无理数.于是 dGc，：v )= M3； — 刻 
是无理数. 

类似可证，存在，使 ^ Cr ， 30 是有理数. 

例11设都是 R fl 中的点集，且 
~ m * (£ 2 )< oo * 证明:£ 3 6 ^ - 

证 已知& 6。，，利用卡氏条件可得 

(E 2 f\E { )^??i^ (E 2 \E l )=?n(E l )+ 7 rr (E 2 \E x )^ 

因为 〆 （£ 2 ) = w (£： i )< o 〕 ，所以 w * (£△£[) = ()， 故而可测， 


• 11 • 




从而知 Ef & LKEAK ) 是可测 的* 


例 12设 ，… ，又是互不相交的可测集，瓦 cu = l ，2, 

n 

…， M ，证明： w *( Ci £,) = ^ y]rn * (£,)• 

i =\ 

证用数学归纳法. n = l 时，等式显然成立.设《=^时成立 • 
当„ =々+】时，利用的可测性与卡氏条件，可得 

it+1 JH-1 h A + i k 

m *( u 瓦）=所*[( u 瓦） n ( u \)]+ w [( u ^)\( U 5,)] 

t ~ 1 t — 1 1=1 1=1 

k k 

( U ^ r ) + w * * (£0+ m * (£* + i ) 

，- 1 f^r 

>+i 

例 13 证 明：在 [0，1] 中不存在具有下述性质的可 测集五 ，对 
于任何的|>，幻(=[0，1]，有 

m(£fl [a ，6]) = ~|"(6—a). 

证 若爪⑻ = 0， E 显然不符合要求 • £ 必须有 l>m(£)>0, 
故不妨设£<二（0,1).取 （0,1) 中的开集 G , 使且; t ?(G\£)< 

jm ( EXjmCG ). 于是 

m { Gf ] E )= m ( G )- m ( G \ E )> jm ( G ). 

设 G=Cl( 〜， /?«)，{(〜，氏）:”=1，2，*“丨是0的构成区间，有 

rt 二 1 

OO CO 

故不可能对一切 n 均有 

1 «= 1 

m { Ef ]( a „， l 3 n ')) = *|~ ( 卢 ” 一tt”)• 

例14 设均为可测集，且 S 2 C：A， 饥 （DCco, 证明： 

m (S\ — S z ) =m(S\ ) — m ( 5 2 )- 

证由题设，有 ( A — 且& 一&可测，则由测度 
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的完全可加性，有 

m(Si)—m{S\ —5 2 ) U5 2 — ^ (5 ： — 5 2 ) (S z ) » 

所以 m(S z — Si)—?n {Si ) — m (S z ) (wC&X 00 )- 

例 15 设&匚^匚…， £= 0五,，若£：是一个有界集，证 明： 

/-I 

Yimm # (£ n ) — m # (£). 

n—►co 

证由题设可知 W (£：„)} 是单调增加的有界数列，故 
limm *(£ J 必存在. 

71-^00 

由外测度的单调性知 (£ J < rn * (£)，所以 lhnm * (£ J < 

n~^oo 

w*(£). 

对 R ” 中任一点集 S ， 必存在包含 £ 的 G 型集 G ， 使 ( E ) = 
^( G ). 事实上，对每个自然数 h 存在 包含五 的开集 G *， 使 m ( GJ < 

m * (£) +1 A . 作点集 G * ，则 G 是 G 集，且，由外测度的 

t ■二 1 

单调性，有 

m ' (£ Xw ( G )< w ( G *)< m * (£)+1 A - 

故由是的任意性，知 m *(£)= m ( G ). 由此，取 G 集 (；„ ，使,且 

(£„)= m ( G B ). 记 C = ，于是 ， G 是可测集，且 ECG . 而 

” 一 ►00 

m { limGJ < lim ^)( 见例 16 ) ， 因此 

ft—J|—► oc 

m ， (£)< m ( G )< limm(GJ = limw > ( EJ . 

综上所述，即得 limm * (£J =w * (£)• 

例 16 设{£„ : ” = 1,2^"}是一列可测集，证明：饥（1^£」< 

Um7?z(£ /1 ). 

/I 一 oo 

证先将求集合序列下限集的运算转化为求单调集列极限的 
运算，然后利用测度的性质进行必要的讨论 • 

由于 Cj ?1£«，记仏=5£： 11 ，这样的& U = l ,2, …）是 

/I- ► ^ k --■ 1 /t --■ ■ 1 n -h 

单调增加的，且所以 
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m ( U F k ) = limm ( Fi ) ^ 

1 k-^OO 

对后一式两边取下限，注意到左边实际上存在极限，故有 
limm ( F * Xlimm (£：*). 综上所述得 

4*^00 备 — **oo 

m{ lim £ ”) —m{ U 尸 *) = limm(F*)^Um/w {E m )* 

«—►oo k x \ A-**c)0 n-^-oa 

例 17 设 {£，} 是一列可测集， N 是某自然数， m ( \ JE n )< oo , 

# i = AT 

证明： m ( IimEJ 

H-*-oo rt— ^OO 

证由于 1^1= 行 Gi ， 记仏 = G &, 这样的 {fu 是单调 

rt— oo II = 1 m^n m~n 

减少集列，且^]£„. 

由題设知，时， m ( F „)< oo , 所以 

m(lim£”) =m( 门尸 ”) =limm(F„)^limm(£„)• 

j* 一 «= 1 u— »*00 n—^oo 

例 18 设可测集 ZC =[—1，1]， 且 mC 4)> l ， 证明 ：存在 A 的正 
测子集关于原点对称. 

证记集 £=4 fl [一 1，0]，集尸=>10[0,1],则 A = 作 

反射变换 〆 工，并记 

令 5= GUG * ，则 B 即为所求. 

因为，由集的作法知 B 关于原点对称.由 ( TC ： F ， GC ： 五 ，可知 
BCIA . 又由 £*(=[0，1]，/^=[0，1]，且 

m ( E * ) + wi ( F ) = m ( E )+ m ( F ) = m ( E \ JF )= m { A)^>l , 

由例 7 结论可知 m (( T )= m (£* f |^»0. 

又 m ( G )= m ( G * ) ，故 m ( B ) = 2 m ( G * )>0, 即知 S 为 A 的关于 
原点对称的正测子集. 

例19设有映射 证明: /把零集映为零 
集，把可测集映为可测集. 

证（1)设£:是 R 1 中的零集.对任何 W6N， 证/'(£：门(一 W,AO) 
=/(£：)门（一 WW) 是零集 - 

因为 £H ( — W，AO 是零集，故 V 0>0,存在开集 G， 使得 G 二 )£f| 
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(-N ， N 、 ，且 m(G0<e/(3Y). 不妨设 ( — AT，AOIX；= U ， 

i 

其中 {(〜，/?>) j=l，2, …}是 G 的构成区间 • 易见 

/(£fl (— 仏 N)) 匚 /⑹= 0 (aU 鸽）， 

因为 /(G) 是开集，且 

m (/(G )) ~ (^1 — «!) = (A — «*) * ( 的 + akh+ai) 

<3N 6 - 2(卢* — a *)< e ， 

所以 /(EH ( — W，AO) 是零集，故确定/映零集为零集. 

(2) 在/的作用下，任何开区间 （《，j8) 的像是开区间（《 3 ,妒）， 
故开集的像是开集，又知任何集的像是 G 集.已知任何一个可 
测集均可表示为一个 G 集与一个零集的差集，从而知可测集的像 
仍为可测集. 

类似可证，/(工)=工 2 时，结论依然成立 • 

例 20 设{五„}是一列可测集，艮(=[0，1]，《-=1,2，*"，且1是 

{讲(£„) : «=1，2，*“}的极限点,证明 ： 存在子列{£'}，使 

°° oo 

, m ( H >0. 

it x — I 

oo 

证取子列 U*}， 〜<〜< … ，使得 H(l—m(£ rtA ))<l， 于是 

各=1 

m (乃， 《* 卜 讲 [[0 ， 1 ]\( [0 ， 1 ]\ 0 )] 

=1 — w「U ([ o，i 3\^«!) 

L 丨 tt ， 1 — 

OG 

>卜2[卜 w(£ 〜)] > 0 ， 

例 21 设是 IT 中任意两个集合, 证明： 

{ A[J B ) (A C \ B )= m * * ( B ). 

证若 m* ((B) 至少有--个是°°，结论显然成立.设 

m * ( /I ) <T 00 ? w # ) <C°°* 

利用例15中所证的，对 R” 中任一点集 F， 必存在包含 E 的 
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集 G ， 使取集 G , 使 C 4 f | B ) C ： G ， 且 
== w ( G )， 则由 G 的可测性，得 

rn^A)=m ¥ (A\G), 

因为，”*(^1|1扪<爪*[(/门5)门6]<；«*((；) = ；71*(^1|1石），所以 

m 、 [(^U5)UG] = w* G4DB )， 这时有 

=^[C4UB)nG]+M*[(ylUB)\G]+w* (Af]B) 

= 2 m # ( i 4 nfi )+ m # [( AUB )\ G ] 

CB(]G)^m* (A\G)+m* (B\G) 

= m*(A)+mUB). 

例 2 也可以作为本例的特殊情形. 

例22设£是 R 1 上的可测集，且 m (£) 关0, 证明： 对任何 c 
(0<^<1)，必存在区间(<2,6)，使 

m[£H ( a ，6)]〉 c (6— d ). 

证由于 w (£：)= hif { w ( G ) : (； 是包含 £ 的开集 K 对给定的 c 

(00<1), 取开集 ( ；，使 £: 匚 G ， 且 m(G)<im (£)， 即 c m(G)< 

€ 

m(E). 


设6=0(々，仏），{(%，趴）}是(；的构成区间，故 
*=1 

OO CTO 

(^k—^k)<jmCE)=m(Er\G)= ( 々 ，/?*)]_ 

k ^\ Jt=i 

于是，至少存在一个 i 使得 

c (爲 _ a *)< m[£n ( a *， A )]， 

只要取 ( a ,6)=( 办，爲），命题即证 •‘ 

例 23设£是屮上的可测集，讲（£：)关0，乃=卜一 
E } ，证 明： D 必包含一个含有原点的开区间. 

证利用上例结果，取，并取开区间 U ，6)， 使得 w [£ 门 
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(. a a ). 

对 •了6[ — + ( 61 )，音( 6 —< 2 )]，要证 1 € 1 )，只需要证£：门（£ 

+ x )^0. 

用反证法.设 [£ fi ( a ,6 )] n [£ n ( a ，6)+： c ]=0 j_s 

[£ n ( a ， M ] U [£ n ( a ，6)+： r ] C ( a ，6) U ( a +: r ^+： r ) 

- 1 1 

Cl a — r- (b — a) ^b^r — ib —— a ) ， 

— 乙 乙信 

于是 w ([£ n ( aj )] u [£： nu ，6) + : r ])<|^ i ). 

但是，由测度的可加性与平移不变性，又有 

m([£f) (a ， 6)] U [Ef] (a »6) -hx]) —2/w[EH (a ， 6)]>|(a — b ) ， 

引出矛盾，所以存在 ( ~\ ib ~ a ^^{ b ~ a )\ dD . 

例24设£是1 ^中的可测集，若对于满足 k |< 
厶的 一 切 x ， a + x 与 a — x 之中必有一点属于£，证明 
证由题设， 

{x ： |jc | <C^} = {j ：： <2-i-j：G I 工 |< 占 } U {jc ia—x ^： E<, |x|<3}. 
所以 2^< m ( { x : a +* rG £，| jr | < C <^})+ m ( { j ：： a — E ，|x |< C 5}). 
这时，上式右边两项中至少有一项不小于表不妨设 
£:，于是，由测度的平移不变性，有 

m(E) = m({y ： y~\~a ^： E} )>m( {_r :_r+<2 G £» l^r i 

第三节不可测集与连续变换 

主要内容 

一 、不可测集 

1 . 设£是 R w 中的可测集，旦爪 < K )>0,0< A <1， 则存在矩体 
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/, 使得 Al ^ CmUflf ). 

2 . 设五是 R ” 中的可测集，且 m (£：)>0, 作（向量差）点集 

E — E =\_ x—y xx E ~\, 

则存在沒 >0,使得 £— £二)£(0,5). 

3. 构造不可测集的思想(在 R 1 上）. 

在直线上作一个集2,要求对集 Z 可以取这样的一列数 n ， r 2 , 
…， r „ ，…，使得 Z 经过平移〜后，得到集乙 { rj 具有如下两条 
性质： 


(1) UZ „ 包含一个区间（如 Cll ： D [0， l ]) ; 

ft— 1 1 

(2) { A } 是一列互不相交的集，且0乙有界（如 G 乙 C 

n— 1 fi — 1 

[ — 1,2]). 

若 Z 具有这两条性质 ， Z —定不勒贝格可测，即 Z 是不可测集. 

二、连续变换与 可测集 

对于『中的平移变换了，若 £6 i ， 则有: T (£) Gi . 

1. 设有变换了 : R ”— R ”. 若对任一开集 G ， T — KG )， 即 U 6 R ”: 
: T ( x )6 G } 是一个开集，则称了是从 R ” 到 R ” 的连续变换. 

2. 变换 7 MT — R ” 是连续变换的充分必要条 件为： V « reR " 
及 e >0,3 及>0,使得当|夕一工丨<攻时，有 | T (^)- T ( x )|< e . 

3. 设 7 MT 4 R " 是连续 变换. 若 K 是 R B 中的紧集，则* TOO 是 
R " 中的紧集. 

若五是^集，则: T (£) 也是氏集. 

若对 R ” 中的任一零测集 Z ， T ( Z ) 必为零测集，则对 R « 中的任 
一 可测集£，了(£)必为可测集 • 

4. 若 7 MT — R " 是非奇异线性变换， £( 二 R % 则 

m* ( T (£))= jdetT | • m* (£) , 
detT 表示矩阵: T 的行列式. 

了至多可以表为以下几个初等变换的 乘积： 

⑴坐标 U 2 ，… ，乞之间的 交换； 
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(2) h— 沒匕，^— $.(f = 2,3, …，; i); 

(3) f 1 -^ 1 + f 2 ， &—f,(/ = 2,3，〜，”)• 

设: T : R ”— R " 是非奇异线性 变换. 若 Ee ；/， 则 7 X £) e / i , 且有 
m ( T (£))= | detT | - m (£). 

疑难解析 

怎样构造不可测集？ 

答含于 R " 中的点集并非都是勒贝格可测的.主要内容3中 
指出了不满足两条性质的集2是不勒贝格可测的，这是因为 :如果 
Z 是可测的，而且 m ( Z )= m (乙），由于 Z 是两两不相交的，所以 

oo 00 00 

m{ \JZ n ) = ^ m (Z„) = ^)m(Z) » ① 

H= " 1 n=\ n=l 

又因为 0 乙是有界集，并且它包含一个长度不为零的区间，由测 
«= 1 

度的单调性知 

0<m( U Z n ) <oo. ② 

u = 1 

由式①，②知， m ( Z ) 必须等于零却又不等于零，所以 Z 必是不可测 

集 • 

设 Q ” 为 R ” 中的有理点集.对于 R " 中的点: C 与若 x — yeQ ”, 
则记为 I 〜： y 根据这一等价关系“〜”，将 R ” 中一切点分类，凡有等 
价关系者均属一类(例如 Q " 本身即为其中一类).根据策墨罗选择 
公理,在每一类中取出一元且只取一元构成点集，记做则 W 为 
不可 测集. 

若 W>0, 则 m(UO>0, 但 ▲集 W 含有一球 
a^ — W)nQ”，：r 关 0( 见主要内容一中1，2)，与 W 的构成矛盾.否 
则，此时作可列个平移集 W+d{r ⑴， r (2> , …， r' 

…卜 Q ”， 则!1”=0(1^+{/^})也是零测集，这是不可能的，所以， 

*= 1 

W 不是勒贝格可测集. 
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方法、技巧与典型例题分析 

讨论一个点集是否不可测集，可以由构成方式去考察，也可以 
用反证法去寻找矛盾.用构成方式去考察比较麻烦. 

例1设 W 是[0，1]中的不可测集，证明 ：存在 e (0< e < l )， 使 
对于[0，1]中任一个满足 m (£)> e 的可测集£，研(1£是不可测 

集. 

证用反证法.记相应的可测集为 

{£„}，作£= 0£«，易知》1(五）=1.由 ? n{W QE 0 ) — 0 可知 ， W = 

« = 1 

( wri £) u ( wnf ) 为可测集.引出矛盾. 

例2设£是以中的不可测集， X 是 R 1 中的零测集，证明：£ 
必为不可测集 • 

证 £=(£ rM ) U (£ fM c )， 用反证法. 

若£(1^^可测 ，£ f | Z 是£的子集，故仍为零测集，则 E 为可 
测集，引出与假设矛盾.所以 £ f ! A e & 为不可测集. 

例3设£是 R 1 中的点集，且 m # (£)>0, 证明：£必含有不可 
测子集. 

证设£(=[0，1]，对1,3^五,规定当1—3/是有理数时，了〜7. 
对 ： ce 五，记;? ={： va €£ ，: y 〜: t }， 称7是以: r 为代表元的等价类，对 
E 中任何两元素 J 与^或者完全一致，或者互不相交，而五是 

这些等价类的并.若在每个等价类中取-个元素，则构成集合 
ZCZE. 

证明 Z 不可测，用反证法•设 Z 可测，当 m (2)>0 时，由上节例 
23知，存在3>0,使（一沒，幻 CU :3 ； : . r ，：^ Z }， 但（一幻中能取 
到非零的有理数，这与 Z 中不同元素应属于不同的等价类矛盾.又 
当 m (2：) = 0时，若记{…〜，…丨为有理数的全体，则有 

m ( IHZ + r ,,)) =0,但是 (](Z + r „)〕£ ，而讲/(£)>(〕，推出矛盾. 

«- 1 n ^ ] 
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例 4 设有映射/ : [以6]— R 1 . 若对于 [ a ,6] 中任一可测集£, 

/(£) 必为 R 1 中的可测集 • 证明 ：对于 中的任一零集 Z ， 必有 
m (/( Z )) = 0. 

证用反证法.设 w (/( Z )) 关0,则由上例知，必可取到 /( Z ) 
的不可测子集因 QC ：/( Z )， 则必有使得 / C ^)= Q . 因 
为 m ( Z ) = 0, 所以其子集 Z 1 也可测，由题设 /(2 J 也可测，与前面 
假设矛盾.故命题成立. 

例5若 T : R n — R ” 是线性变换， 证明: T 是连续变换. 

证若令 e , G = l ，2, …，《)是1^中的一组基，则对 R " 中的任意 

工再令 : ro,o= ： t：, (i=i,2,— , 

9t 

记 Af =( 2 ki I 2 ) 1/2 ，可得 

I — J 

iTXaOKIUUI + KI | 工 2 | + — + 旧 | 工 „| 

<( l > i 2 ) 1/2 ( SKi 2 ) 1/2 = M . ki ， 

J = l i=\ 

由此可得 |7" (: v ) — TCr ) 丨 =| T ( j - x )|< M | 3 ；- x |. 即知 T 是连续 
变换. 

例6设五是可测集 ， m (£) = l ，{£ US £ 的一列可测子集，且 
V £>0，有£„6{£丄使饥（£”）>1 — £.证明：饥（ 0^)=1. 

n~ 1 

证因为[}^匚£，所以由测度的单调性， m ( U £ J < m ( E ) 

n= 1 1 

= 1 , 又 v e > o , 取; ieN ， 使这样就有饥（ 0五 

«=1 

m ( E n )> l - e . 于是，由 e 的任意性， 0£ J >： U 综合即得 

1 

m{ U E n ) =1* 

rt = 1 

例 7 设£是可测集，771(£) = 1，{£„}是£的一列可测子集，且 

m(£J = l ，” = l ，2,…，证明：7«( fl E n ) =1. 

1 

'-'O ；■<. 

证对任何 N e N ， w (E\E fi ) = 0 ， 所以 £\ n & = U (E\EJ 是 

n — I ti — I 
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一 列零测集的并，故仍是零测集.由于 fl 艮 = E \(£： G &)， 而 

« = l /I = 1 

E 5£,是零测集，所以 m ( H £ J = m (£) = L 
1 «=1 

例 8 S / ; R ”4 R ” 是一个双射，且保持点集的外测度不变，证 
明：对任何可测集， /( E ) 也是可测集. 

证对 R 1 ■中任意点集 F ， 由于£可测，有 * 

m* (/- l (^))=w* (/- l (F)n£)+m* (/'HFAE). ① 

又因为 / 是双射，且保持外测度不变，所以有 

m * ( F )- m * (广 UiO ), 初* ( Ff |/( E )) = ; n * (/— KF ) 门五）， 

m * ( F \ f ( E、、=nT (/- VF )^). 

将上面三式代入①，得对任何集 F 有 

〆 OT ) = w * ( FD /(£))+ w * ( fV (五 ）） ， 

所以， /(£) 是可测集. 

例9设 £ C [0，1] 是可测集，且 w (£)>£〉()，； ，: c 2 ，…，: c „ 是 

[0,1] 中的点，其中证明:£中存在两个点，其距离等于: 

工 2 ，…，中某两个点之间的距离. 

证由题设可知 Cl (£：+ x ,) c ：[0,2]# 

1 — 1 

m 

^^m(E~hXi)—n • m (E)^ne^>2* 

i = l 

于是，必存在 /，_；• (/关 j ) 且 (五 +： r ,) n (五 + a ) 关政 设 ze (£+： c ,) 
n (五 +毛），这样一来， Z - x ,€£， Z _： r , e £： ，而 （ Z -： c,)-(Z — a ) 
= ： Cj — X ,，命题得证. 

例 10 设 G 是开集，£是零测集，证 明： n==(g^)- 
证因为 GOG — £,故又因 G 是开集，有 GsGUG' 
=G' . 任取 •rGG， 则在 x 的任一邻域 (a_/3) 中必有1。#1，而：1'。€ 
c；n («,/?)- 又因 Gnu#) 为开集，必存在办的邻域 ( a ，6)， 使得 
(<3,6)C!Gn (a，/?). 由于1«(£) = 0,故在 (U ，6)中必有异于 J 的点: y 
^ C — £ (否则 ，川 （ £ ) (« ， 6 ) > 0 ) . 因为（“，办） C_ (a ， /? ) ， 故 j 6 
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(«，/3), 于是 

^ eiG - EYCZG ^, GCG 11 ^- 
综上所述，知命题成立. 

例11设 Z 是[0，1]中的不可测集，证明 ：存在 e ,0< e < l ， 使 
得对[0，1]中任一满足 m (五)的可测集 £， Zf ) 五均是不可测的. 

证用反证法.若对任何 e ,0< e < l ， 存在可测集 £ t ，使 m (£ t ) 
> e ，且 Zf ) 艮可测.取£„ = 1一1/”，则《—⑴时， 1. 记£„ = £。,， 

则 m(£„)>l — 1/«. 由氏匚 [0，1]， 可得讲 （ U^J - I - 又 Zf ) 反可 

« = 1 

测，故 zn ( Oej 可测.这时，有 

n=] 

z=zn[oa]=(zn Ci£j u(zn([o ， i]\0£j ) ， 

Ji= 1 n= 1 

但2门（[0，1]\0瓦 1 )是零集[0，1]\0仄的子集，所以仍然是零 
集，从而 Z 应该可测，而这与题设相矛盾. 
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第三章可测函数 


第一节可测函数的定义及其性质 

主要内容 

1. 可测函数允许 取值士 CX 3(+ C « 可以写做 C «)， 称 RllJ { M}U 
为广义实数集，关于土⑺的运算规则 如下： 

(1) 一 oo<^oo * 若: reR 1 ， 则一 oo<x<oo. 

(2) 若 xGR 1 ， 则 

X+ (±00)= ( 士 oo) + x= ( 士 00+( 土 c<0) = ±°°; 
1_(=|100) = ( 士 OO) — (+00) = 士 00; 

+ ( + oo) — 00 ; 士（平 00) = — oo ; 

| 土 00 丨 = +00. 

(1 ， X>0, 

(3) j ： eR ， 且 I 关0的符号函数 Sgnx = 

1 — 1 ， ： r<0. 

x * (士 cx3) = 土 （ sgn«r)oo ， 

( 士(士 00) = 00 ， （士 00)( 不 oo) — — oo, 

但是（士 (士 M )， （士 M ) + ( + oo ) 等式无意义. 

(4) 规定 0 * (士 oo ) = 0. 

2 . 设 /( x ) 是定义在可测集£<二『上的广义实值函数.若对于 
任意实数 r 点集卜€£： : /(1)>0(或简写为 U :/( x )> d ) 是可测 
集，则称 / Or ) 是五上 的可测函数(或称/(工)在£上可测 ）• 

3. 设 / Cr ) 是可测集£上的函数，乃是1^中的一个稠密集.若 
对任意的点集 U :/ Cr )> 幻都是可测集，则对任意的 KR 1 ， 
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点集 U : /( x )> r } 也是可 测集. 

4. 若 / Cr ) 是£：上的可测函数，则下列等式中左边的点集皆可 
测： 

⑴=五 \{工:/(:)〉(} (【6 R 1 ) ; 

Pi {工 :/( ： c)>f—4"} (i^R 1 ) ； 

*=1 k 

(3) {x ： f(x)<it} — E\{xif(x)^t} 06 R 1 ); 

(4) {xif(sc) =t} = {jC ：f (sc)^t} n } (f G R 1 ) ; 

(5) {x ： /(x)<； 00 }= U {xif(x)<ik }； 

*=^i 

(6) {a ：： /(x)=oo} = £\{x ： /(x)<oo }； 

(7) {x ： /(x)> —oo}= (J —； 

>=i 

(8) {x ： /(x) = —oo} =E\{j ：： /(x)> —°°}. 

5. (1) 若 / Cr ) 是定义 在£ 1 1^ 2 〔11” 上的广义实函数，若 / Or ) 
在£\和£ 2 上都可测，则 / OtOSAUE , 上可测. 

(2) 若/(工)在£上可测 M 是£中的可测集，则 /Or) 可看做是 
定义在 A 上的函数，在 A 上也可测. 

6 . 可测函数的运算性质. 

若 / U )， gU ) 是£上的实值可测函数，则下列函数 ：（ lX ：/(： r ) 
( CeR l ),(2)/( x )+^ U ),(3)/ U ) - 发 U ) 都是£:上的可测函数. 
对取广义实值的可测函数也成立. 

若{/*(1)}是£上的可测函数列，则下列函数 ：（ l ) SU p {/* G ：)}， 

(2 )inf {人(工） } , (3) W *( x ), (4) lim /* Cr ) 都是 E 上的可测函数 • 

it —oo t—►oo 

若仏（ 1 )丨是 £ 上的可测函数列且有 lim /,(« r )=/( x )， 则 
/(•2：)是£上的可测函数. 

7. 设有一个与集合£：0：『中的点 X 有关的命题尸(: T ). 若除了 
E 中的一个零测集以外， P 0 r > 皆为真，则称尸(>)在£上几乎处处 
是真的，并简记做尸 Or ), a . e . (于 E ). 

8. 设/( X )，发( X )是定义在 £ C = ir 上的广义实值函数，/( X )是 
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£ 上的可测函数 • 若 / Cr )= i ?( x )， a . e _ ，则发(工)在£上可测 • 

¥■ 

9. 设 / Or ) 是定义在 ECZR ” 上的实值函数，若 b:：y = /(： r )， 
幻是 有限集，则称/(>)是£上的简单函数. 

10. 简单函数逼近定理. 

(1) 若/(工)是£上的非负可测函数，则存在非负可测的简单 
函数渐升列:只 OcX $^ + i (: c ) ，是=1，2,…，使得 

lim ^( x ) =/( x ) , E ； 

M-^oo 

(2) 若/(^)是 £ 上的可测函数，则存在可测简单函数列 
{只0)丨，使得 | 只 O ) |/(： c ) 丨，且有 

lim 钤 0) = /( x ) ， E . 

务 - ►oo 

若/( I )还是有界的，则上述收敛是一致的. 

11. 对于定义在 £ C = R fl 上的函数 / Or )， 称点集 U :/ Cr ) 关 0} 
的闭包为 / Cr ) 的支集，记为 sup〆 /). 若 / U ) 的支集是有界的（即 
支集是紧集），则称 / U ) 是具有紧支集的 函数. 

12 . 简单函数逼近定理中的可测简单函数列中的每一个均可 
取成具有紧支集的函数. 

13. 若/是定义在可测集£上的有限实值函数，且/是可测函 
数，则对任何 实数〜 6,集 U : a </ Cr )< M 是可测集. 

14. 设 M 是 £ CR ” 的一个子集， 

f 1 ， x^M ^ 

~(叫 0 , ， eAM , 

则称是集合 M 的特征函数.集合 M 与其特征函数同为可测 
或者同为不可测的. 

15. 设/与 g 都是£上的可测函数，则 { x :/( x )> g ( U )} 是可 
测集. 

16. 设 /, g 都是£上的可测函数，则 ma X {/， d , min (/， 总）以 
及1/1也是五上的可测函数. 

上述结论可以推广到有限个函数的情形. 



疑难解析 


1，如何理解可测函数？ 

答 设 / U ) 是定义在可测集£上的实值函数，如果五可以分 

解为有限个互不相交的可测子集之并，即 E = UE /»£， n ^ = 0 

( Z 7^), 使在每个瓦上/( X )都是常数，则称/(幻是£:上的简单函 
数•任何两个简单函数的和与积仍是简单函数，但一列简单函数的 
极限函数不是简单函数. 

若仍 Or ) ，只(工），…，科 O ) ，…是可测集£上的一列非负简单函 
数，且仍（ J ')<仍（•^)<…<科0)<…，则称极限函数/( x ) = 
lim 科0：)为£上的非负可测函数.可测集£上非负函数 /( x ) 非负 

► CO 

可测的充要条 件是: 对于任意实数 a ， 点集 U :/ Cr )> a } 是可测集. 
对可测集£上任意函数 / Cr )， 令 

(/ U ), 当 1 使 / U )>0 时， 

J ( X ) = ( 

1 0, 当使 /( xXO 时， 

y - D — | —/( x )， 当 t 使 /( iXO 时， 

~1 0， 当使/(1 )>0时. 

/ + Cr ), 广 Or ) 都是非负函数，且 / Cr )=/ + ( x ) — / ( x ). 

当 / + (： r )，/ U ) 都是£上非负可测函数时， / Or ) 称为£上的 
可测函数.可测集£上的函数 / U ) 可测的充要条件 是：对 任意实 
数 h 集合 U :/ Or )> d 恒可测. 

这里所讲的可测函数就是勒贝格可测 函数. 

在测度论中，除了勒贝格可测函数，还有其他可测函数，如波 
雷尔可测函数(假设/是定义于£上的实函数，如果对于任何实数 
h 集合都是波雷尔集).由于本书主要讨论勒贝格可 
测函数，故就称其为可测函数. 

2. 怎样理解“几乎处处”的概念？ 

答“几乎处处”是测度和积分理论中一个重要的概念. 
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设£ 是 R” 中的一个点集， P 是与£中的点有关的一个命题.若 
存在一个测度为零的集£。，当(£\五《>)时，命题 P 在. r 处必成立， 
则称命题 P 在五 上几乎处处成立，也称命题 P 在£上 a. e. 成立. 

由上面的论点我们认识 到：所 谓命题 P 在点集£:上“几乎处 
处”成立，就是£中使命题不成立的点总是包含在某个测度为零的 
集合中. 

应该注意的是，£并不一定是可测集，£。也不要求被包含在£ 
中. 但是为叙述方便起见，可以认为有£：。0：£，因为在一般情况下， 
总可以用 sn 五。代替 五。. 

常用的“几乎处处 ”有： 几乎处处相等，几乎处处收敛，几乎处 
处有限，几乎处处成立等. 

方法、技巧与典型例题分析 

要证明一个函数为可测函数，可以从可测函数的定义，以及函 
数可测的充要条件与等价命题着手，进行分析论证.由定义在£上 
的可测函数来讨论集合的可测性，其主要依据是等价命题和充要 
条件，但要注意推理的正确性与严密性. 

例1说明下列函数是可测 函数： 

(1) 可测集£上的常值函数/; 

(2) 区间上的单调函数/; 

(3) 可测集£上的连续函数/; 

(4) 定义在勒贝格测度为零的集上的函数 /. 

解 （1) 当/是常值函数时，对任意实数 h 集合 U€£:/(：r) 

或 者是丑 ，或者是空集，从而必是可测集.依定义/是可测函 
数. 

(2) 对 E=[a，6]， 当/是单调函数是有限实数时， 
/Cr )» —定是的某个子区间或空集，故是可测集，所以/ 
是可测函数. 

(3) 设，是任意实数，即且 
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/ Cr c ) e («，+ aO . 由 / 的连续性知，存在 x 。 的邻域 WG :。， 幻，使得 

_2^£(1斤（工 0 ，占）时，/(工）€(/，+ <^)，即£(1斤（々，谷）匚{工6£： : 

fOc )> t ). 

考察当 x 。 在 { xe £:/(： r )> i } 中变动时满足上述关系的 
NXx 。，^ 全体，并作它们的并集 

Q =\ J { NU , d )： xeE i Ef \ Nia ：, d ')} C ：{ xeE ： fU )> t }. 

由于 Q 是一族开集的并集，故 (9 是开集，所以是可测集.又由 Q 的 
构成知， { iG £ : / Cr )> d =： Qn 五，即 ue £:/0 r )> d 是两个可测 
集的交，故是可测集，从而得/是可测函数. 

(4) 零测集的任何子集仍是零测集，因而是可测集，从而/是 
可测函数. 

本例是用定义来判断/是可测函数，需确定 U €£ : /(: r)>d 
是可测集，要利用上一章中判定点集为可测的知识讨论. 

例 2 设/是定义在可测集£上的实值函数，证明下列任一条 
件都是/在£上可测的充要 条件： 

(1) 对任何有限实数 可测； 

(2) 对任何有限实数 五: / Cr )<0} 可测； 

(3) 对任何有限实数 f ， ue £ : / Cz )>} 可测； 

(4) 限制/是有限实值函数时，对任何有限实数^山， 
</(： r )<0 2 } 可测. 

证只要由/是可测函数能推出（1)，由 （1) 推出（2)， （2) 推出 
(3)， （3) 推出/可测就可以了. （4) 可借助可测集的差集与并集证 

出. 

为了书写简便，下面将 U 6&/ Cr )>/} 记做 U :/> d . 

对任何实数/，因为 U :/>/} = 5 {： c : /> i — lAO , 而每一 

ji— 1 

[ r : />《一 l / y 都可测，所以是可测集，即由/可知 （1) 成 

■. _ 

乂 • 

若/满足（1)，则由卜:/<0 = £：\{1 : />/}，从而差集 U :/< 
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是可测集. 


若/ 满足(2)，因为 U :/< d=G U :/<0+ l / n }， 由（2)，每一 

?|=1 

{• r : /<0+ l / n } 都可测，从而 U :/<0 是可 测集. 由于 U :/>0 = 

故由 （3) 可测得可测，依定义，/是可测函 
数. 

下证 (4) 的情形.若/可测，因为 

，而等式右边两个集均可测，故 UaS / CU 是可测集_ 


反之，若/满足 （ 4) 且为有界实值函数，则 U:/>M= U it^f< 


“ + ”}，而每一{^ 1 </<0 1 +幻均可测，故卜 : />^}可测，由（1) 
知，/为可测函数. 


例 3 设尸(1)是 R” 上的可测函数，且点集 { x :/( x )>0} 是可 


测集， 证明: / Cx ) 是可测函数. 

证 因为尸是可测函数，故对任何实数尤 

'{工:/>。} n u :尸>， 2 } ， ^>0, 

{工:/>0}， t = 0, 

、{* r :/>0} U { 工:，/ <0. 

所以 U :/>〖} 是可测集，/是£上的可测函数. 

例 4 狄利克雷函数 


D ( x ) = 



1为有理点， 
工为无理点. 


(: re [ 0 ， l ]) 


证明是可测函数_ 

证 因为[0，1]上有理点的全体是零测集，所以 D (_ r ) = 0, 
a . e . x 6[0 a ]. 而[0，1]上恒等于零的函数是可测的，则狄利克雷 
函数 DCr ) 是可测的. 


例 5 设 / Cr ) 是 E 上的可测函数 #(>；) 是其值域上的单调函 
数，则 #/ Or )) 也是£上的可测函数. 

证不妨设 〆 _ y ) 是单调不减的，对任意实数^设 

s = ln{{y ： <p{y)^i}. 
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若 {：V:9(：V)^^} ，则 {*r :^(/= { j ::/(•!•)>5} ;若 
5eb#()|：»}』!jU : 9K/Cr))>d = U : /(x)>s}. 由/(_1：)是£ 
上可测函数知，上面两个等式右边均为可测集，故其左边亦为可测 
集.由 （的任 意性知，扒/(工)）是£上的可测函数 - 

例 6设 /Or) 是可测集£上几乎处处有限的函数，若V 00, 
有连续函数〆^)，使 mU : /Cr)9^0)}<e， 证明: /(1)为£:上的 
可测函数* 

证需证对任意实数 r ， U:/Cr)>d 为可测集.对于 e„=l/n, 
有连续函数羿 （ 1 )( 设 £«={l : /(J ： )# 蚪（ X)}) ，使得 W 7 (D = 

mU : /Cr) 关 〆: t)}<1/”. 令 M= D (E \£„) ，且 iV = £\M ， 则 

« — 1 

m { N )=? n ( E \ M )^ m ( E\(j ( E \ EJ ) =m( f \ E \( E \ E n )) 

71 = 1 rt =r 1 

=m{ n ^m{E n )<i\/n. 

M = 1 

上式对任意的 m 都成立，又 m(W)>0, 所以 m(AO = 0, 即 N 为零测 
集.从而对任意实数 f，U : /Cr)>U 必为可测集，于是/(_2：)是£:上 
的可测函数. 

例 7五上的可测函数/00在£：的任意可测子集上也是可测 
函数. 

证 设^ 是五的 任意可测子集，则对任意实数〖，有 

{ x ； jt ^ Ei ， f { ocY ^ t } =Ei f) {. r：f . 

等式右边的两个集合均可测，故也可测，所以 
/(•^ 是仏上的可测函数 . 

例 8 设/与 g 都是五上的可测函数，证明：是可 
测集. 

证设 n ， r 2 ， … 山 ， … 为有理数，为证 K £:/>《}是可测 
集，先证 

{ . 7 ' : /> g } = u { {j'if>r„} n {.r ： g<r „} 

,r 1 

设:，即 /(. r 0 )>^(To) ，故必存在有理数 r， 使得 
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f(x 0 )>r>g(:r 0 ) ，即 工 。€ {x ； />r} fl {jo：g<Cr}* 从而 

{x ： />g}CZ u { {^\f>r n } fl {i: 发 O] } ， ① 

n=l 

反过来，若 U { { x ： f > r n } f ] { x : g < r „} 丨，必存在某个 ，，使 得 x 。 

fi =1 

6 {xif>ri} fl {joxg<iri} ^ 即有 /(x 0 )>r ； >^(jr 0 ) ，故工 { 工 : /> 

g ) ，从而 

{jo ： f>g}zD u {{n { 工 : 芨 o«}} - ② 

n= 1 

将式①、式②综合起来，即得所证命题. 

例9设 {£,} 是一列可测集， £=[»£,• 证明 :/在 £上可测的 

4=1 

充要条件是/在 每个瓦 上可测. 

证必要性.若/在£上可测，则对任何自然数 〖及任 何实数 

= 是可测集，所以/在 艮上可 

测. 

充分性.若/在每个瓦上可测，则对任何实数 = 
U U € £, : /< d ，所以 f 在 E 上可测 • 

I — 1 

例 10 设/是 [ a ，6] 上的可微函数，证 明： /是0，幻上的可测 
函数. 

证补充定义/^“^/以），：?^!^， 00 )，％ 

F„(jr) —«[/(jc~hl/n) — /( 了)]，《 = 1 ， 2，… 

因为/连续，故可测，于是是一列可测 函数. 又对: r €[>，6]， 有 
limF « Cr ) =/ U )， 因 而/是 一列可测函数的极限，也是可测 函数. 

fl —►oo 

例11设/是£上的可测函数， A 是直线上的波雷尔可测函 
数，证 明：复 合函数心/是£:上的可测函数. 

证设/是任一有限实数.若证得 UAO /} 是勒贝格可测 
集，则命题成立 • 因为 

{jr ： h } = (/? 。/) — f { (h l ( (/,co))), 

由于 / i 是波雷尔可测函数，所以 A ] ( U ， co )) 是波雷尔集.由例 18 
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结果与 / 的可测性知，广 U/rUhoo))) 是勒贝格可测集，故 a 。/ 
是 £ 上的可测函数 . 

例 12 设 / 是 £ 上几乎处处有限的可测函数 ， w (£)<oo , 证 
明 ： V e>0, 存在 £ 上的有界可测函数尽，使得 m(u :/ 古 

证由题设知， E\0 «</< 幻是零集，又 m(£)<c«. 

1 

取 ATGN ， 使得 /72(£)— 7/2({ ： r : —iV</<AT})<e ■令 

贫 ( 叫 0 ， |/(x)|>N, 

则容即为 £: 上的有界可测函数，且 

mi {x%f^g} )^m{E\{x : — N<f<^N\ )<Ce. 

例 13 设上的可测函数 ， / z (_y) 是 £ 2 C=ir 上的 
可测函数，证明 ACr)// ： ^) 是上的可测函数 . 

证由题设知， & 和五 2 分别是 … 和 !^ 中的可测集，从而五 , 
X£ 2 是中的可测集.由逼近定理知存在简单函数列 

和 «0 ^}，使得 

在五 1 上， iimf 

n -*-cc 

在 £ 2 上， lim<( 30 =/ 2 ( 30 . 

n co 

， ^(J 、： y)EW(jy) ，则 K(J" ，： y ) 与 W (: r ， _y) 
是 &X£ 2 上的简单函数，，人 r，)，）• j) 三 ! P\(J)?>V. ： V ) 也 

是 &)<£ 2 上的简单函数，且 

\im(p f n (.x,y)^»(jo^y)~\im<p'„(x)(p"(y)~fi(jr)f2(y). 

/f-^co n *co 

故依简单函数逼近定理， /Jx)/ ： ^) 是 KXAl 的可测函数 . 

例 14 设 {%} 为全体有理数作成的数列 . 若可测集£上的函 
数 /(^) 对于所有的 r„ ， {T : /(_r)>r„} 均可测，证 明： /(.70 是£上的 
可测函数 . 

证对任意实数〖，有 { 』 ： /(.r)>f 丨 =[){^':/(..7 ')>%,>/}.因 

T1 ^ \ 

为，若 A € £，则 / (A ) > G 故必有 fCr ( J h 即心 6 U U ： /Lr) 

^ - i 
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彡 r „> 山反过来，若: r 0 e 等式右边，则必定有 /(工。）>^。>£， 即 

/(々)><，于是了。€ { x ： fu )> t }. 

而等式右边是可列个可测集之并，故 U :/ U )> d 对任意实 
数 i 可测，从而 /(X) 在£：上可测. 

例 15 设 / Cr )，# Cr ) 是（0，1纟上的可测函数，且对任意的 
R 1 有 =m(.{x ： g(x)^t}). 若 /(x) 与笔 0 )都是 
单调减少且左连续的函数， 证明： / Cr )= gCz ) (0< x < D - 

证用反证法.若存在心6(0，1)，使得/(: ? :。)：?％0。），不妨设 
t — ，则工 。6 {jc if ，且有 W({jr : /(x)>f})>jr 。 

调性有:^<: r 。， 由此得 


与题设矛盾. 


例 16 举例说明下列 命题： 

(1) 若 |/ Cr ) |是£上可测函数，则 /( x ) 不一定是£上可测 函数; 

(2) 若 / Or ) 是[0，1]上连续函数，则对于[0，1]的可测子集 A 
和/值域中的可测集 S ，/(/ U 与广\扪均不一定是可测集. 

解（1)设£:是[0，1]中的一个不可测集，令 


fix) 


x , jt ^： E y 


x 


x^E. 


因为 l / Cr ) l =： r ， 显然是 [0，1] 上的可测函数.但是在[0，1]上， 
U : / Cr )>0}=£， 由于 五是不 可测集，所以 / Cr ) 在[0，1]上不可 
测. 


(2) 用{/，}表示康托尔集 C 的有限余区间集，定义[0，1]上函 
数 如下： 

1/2, xG (1/3,2/3), 

、 1/4 ， xG (1/9,2/9), 

3 /4 ， (7/9,8/9)， 

B 

^ : 
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一般，当: r €/! w ) 时， 〆 = 当工时规定 

9?( x ) [0,1]\ C }, 9<0)=0. 

显然， 9? 是 [0，1] 上单调增加的连续 函数. 再作 ^ Gc )= x + fO )， 贝 ! i 
0是[0，1]上严格单调增加的连续函数.在康托尔集的各有限余区 
间上,分别取常值，故这些余区间经4映射后长度不变.故若记/ 
= [0 ，1 ] ，可得 

»i(0(£\C) ) = m(/\C) — 1» 

但是 0(/) = [0,2]，故饥（0(0) = 1. 

取 D 为 0(0 的不可测子集 ，/ l = f iOOcr , 所以 Z 是可测 
集.取/=0，则/04)=乃是不可测的. 

若取 / CrhfHZj ：)， 则/在[0，1]上连续_取/值域中的可测 
集5 二 / I ，则有广 川. 由于 D 是不可测集，所以 
广 US ) 也是不可测集. 

若根据上述两个/的构造，在[0，1]中分段定义一个/，就可得 
到一个同时满足两个要求的函数/， 

例 17 设 ZOc) 为有理数所成之集的特征函数，证明 dCr) 同 
任意函数的相乘积为一可测函数. 

证设 / Cr ) 是任意函数，则积 Z ( x )/ Cr ) 几乎处处等于零，因 
此函数 Ad / Cr ) 与恒等于零的函数(是一可测函数)等价.故函数 
尤 Cr )/ Cr ) 可测. 

例 18 设/是£上的可测函数， M 是波雷尔集, 证明： 

/- l ( M ) = { x ： a - e £,/( x ) eM } 

是£的勒贝格子集. 

证因为波雷尔集是由开集全体生成的 ex - 代数，即包含所有开集 

的最小<?代数，故当 M 为直线上的开集时，必有0 (〜，乳），其中 

« ~ 1 

(〜•見）是 M 的构成区间.于是有 

/" 1 ( M ) =/ 1 1: 0 (〜，乳 ）） = (J / 1 (( A ，/?"))， 

”二 I /t - 1 

•]()]• 




因为 / 是勒贝格可测函数，故广 Kk， 氏 ））= £(/</?J\£(/<〜) 
是勒贝格可测集，从而 /d(M) 是勒贝格可测集. 

记屈是勒贝格可测集丨，则因为对任何一列 
{M}， 均有 


rH\jM i ) = ur i (M i ), 

i=l i=l 

/- 1 (A/ 1 \M 2 )=/^ l (M 1 )V~ l (M 2 ), 

且 /-H —co,oo)==£ ，所以忍是一个。 代数. 结合前面已证任何开 
集均属于五，故遲包含一切波雷尔集. 

例 19 证明: /是£:上可测函数的充要条件为对一切有理数 
r,U:/Cr)>r} 是可测集. 

证必要性 若/ 在五 上可测，则对任何有理数 r, 显然 
是可测集. 

充分性 若对任何有理数是可测集，则对任何实 
数 G 取一列有理数 r ,， 使得且于是，由 = 

乃{^/>^}知，是可测集,/是可测 函数. 

i—J 

例 20设{人}是£:上的可测函数列， 证明： {/„} 的收敛点集与 
发散点集都是可测集. 

证 因为发散点集是收敛点集的余集,所以只需证收敛点集 
是可测集.而 {/„} 的收敛点集为 


以了:存在 W ，当 ”， JV 时， | /„ ( x ) —人 (工） | < 1 A } 

i=\ 

= fl U {x: 当时， / m Cr) |<1//} 

t ：= 1 1 

=n u n i/«(x) — /m(x)i<i/z }， 

t ^ 1 N— 1 « N 

而每个人 Cr) 一九 GOICIA} 是可测集，所以经过可列次集合 
运算后得到的的收敛点集是可测集 . 

例 21 设 /(^) 是 £ 上的可测函数， G 为开集， F 为闭集，试 问 : 
{1:/&)€( ； } 与卜 : /(^ ： )€/^ 是否可测？ 
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解设 U (〜，氏），其中是 G 的构成区间，则 

{ jo ： /^ g }=u ( { 了 : 广 >0 n { 工 ：/</?])• 

« ™ 1 

因为/(^)在£上可测，对一切〜{1 : />«„}门{1 : /<^}必为可测 
集，所以其可列个并也;1可测集，从而 {^/ o ^ ec } 是可 测集. 


若令仏=/^，则由 F 是闭集知 G 。 是开集，从而 { i / eG 。} 是可 
测集.而 u :/ gf }=£— u :/ ec 。}， 故 u :/ eF } 是可测集. 

例22设/是[0，1]上几乎处处有测的可测函数，证明 ：存在 
惟一的 L 6 R 1 ， 使得 


其中£是大于 G 的任何实数， 

证令厂(1)=饥（{«:/(«)>了})，则可直接验证得知，/^(— 
^) = 1，厂(00) = 0，/^(:0单调减少，尸(1)左连续.事实上，在: r>A 
时，有关系 

极限 fl {«: t >/( w )> x ] = 0 .所以，当:!：〉〜，:►: c 时， FO !)— 

F(x). 


显然， { x : F (_ r )> l /2} 是非空有界集.记 G = sup {： c : FO )> 
1/2} ，因为 F 左连续，所以 {>r : F ( x )> l /2} ，即 

^ o })^ l /2. 由上确界的定义，对任何必有 w ({: r : /(: r )>})> 
1/2. 而由 f 。 同时满足的两个条件可知 山是惟 一的. 

例23设/是£上的非负可测函数，则/总可以表示成一列 
单调增加的简单函数的极限，即存在一列简单函数{科}，奶<仍< 
... ，使 /( r ) = lim 科 (_ r ) 对一切 x 6 jE 成立. 

« — OC 

证对任意的 neN ， 将[0，〃]进行 M • 2” 等分， 

1^/2% U :々/2 rt </<(々+ 1)/2”}， 

% ix ) — 

I n , {t jf^n }, 

其中々= 0，1，…， r —1_ 则蚪为简单函数，且有妗 
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对 /( J ： 0 ) =00 , 有 ^ Xo)=«—oo = / Cr 。） ； 

对 /(1。）<00，有„€1^，使/(:*:。）<〜，从而当 时， 

|/ Cx 。）一9 n (: r 。） 1<1/2"，所以，当 时，有科（工。)—/(：1： 0 )， 

故命题成立. 

例24设 / Cr ) 是 UJ ) 上的实值函数，证 明： 

D /( x ) iy) ~ f ix) , Df ( x ) 

n y—x — ^ y—^c 

是 U ，6) 上的可测函数， 

证只证 乃 / Or ), 类似可证 p / U ). 考察点集 

D = { jc 6 (a yb ) ：Df \ ^ f 6 R 1 - 
设 V w N ,3 [工 i ，： T 2] C ( a ，6) ，使得 

|X2 — i iK 丄， / U i ) >, + 丄. 

m x z — n 

记一切这样的区间的并集 为£_ ，则 

def °° °° 

E — U fl E m ^ n = D . 

n =1 m~\ 

( l ) 若: tgd ， 则存在 《 。，: o /( x )> f +]/«。， 故对每个，存在 ye 
(〜6)，使得 

0<4—; r |< 丄， 也)— /( :) >，+丄. 

m y — x n 0 


即对一切 w ， : 。，亦即 : 

(2) 若： tGE, 则存在〜，使得16 P) 。，即对每个 m , 存在 

w= 〗 0 

A ， : r 2 ]， 当 时，有 

imi < 丄， /( ^ - 2) ~ / Ul ) >.+ l , 

m - r 2 ~^i 打 o 


即 

X x —X / 

也就是存在 : yG ( a ，6)， 使得 


0 


Xo—X 


0 <b 


jr 


<i/,, /my〉,——. 


y — ^r 


n 


o 


秦 


J04 


泰 




从而知 


第二节可测函数列的收敛 

主要内容 

1. 设/(■2')，/ 1 (^)，/ 2 (1)，”_,/*( > 1')，〜是定义在点集£0：11” 
上的广义实值函数.若存在£中的点集 Z ， 有 m (2)==0 及 

lim / i ( x ) — / ( x ) » x 6 £\ Z , 

k~^oo 

则称{/*(1)}在£上几乎处处收敛于 /( X ), 简记做 /*-/， a . e .. 

2. 若 / Cr )，/ 1 ( x )，/ 2 U ) ，…， /* Cr )， …是£:上几乎处处有限 
的可测函数，且 m (£)< oo . 若 /*— / ， a . e . ，则 V £〉0,令 

E k ( e ) = UGE : |/*( x )-/( x )|< e }, 

OO 

有 limm ( U 五 〆 e )) = 0_ 

y —► oo — 1 

3. 叶果洛夫 （ Eropcm ) 定理设 / Lr ), 义 （: r ) ， / 2 (_r ) ，…， 
/*0 r )， …是 £ 上 几乎处处有限的可测函数， am (£)< cxD . 若/ ^ Gr ) 
- ►/(■!：)， a . e •，则 V £〉0,存在 £ 中子集 Esi m (, E S ) < 沒，使得 
{/*(： T )} 在上一致收敛于/( X ). 

4_ 设/(了） ，/ i (： r )，/ 2 ( o :) ，…， /*(. r ) ，…是£上几乎处处收敛 
的可测函数，若 V £>0,有 

limw ({ x ； \ f k ix )— f { x ) l 〉 e } ) = 0, 

则称{/*0)}在£上依测度收敛于 /( x )， 记做 /„=>/. 

特别地， w ( {jr : |/*( x ) 丨=00丨）= 0，6=1，2,…. 

5. 若{/*(^)}在£上同时依测度收敛于 /( x ) 与 〆 : r )， 则 /(_ r ) 
与是对等的. 

6. 勒贝格定理设 (/*( x )} 是£：上几乎处处有限的可测函数 

列，旦若丨几乎处处收敛于几乎处处有限的函数 
/( x ) ，则{人 (.r ) } 在£上依测度收敛于 /(./‘). 
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7. 设 /( x )，_ A (: t )，/ 2 Cr ), …， /*( x ), …是 £上 几乎处处有限 
的可测 函数. 若对任给的占 >0,存在£^(=£且讲（私）<1使得 
{ f k U ) mE \ Es 上一致收敛于 / Or ) ，则 {/*0 r ) }在£上依测度收敛 
于 /( x ). 

8. 设{/*0*：)}是£上几乎处处有限的可测函数列，若 V £>0, 

有 limm ({ jr : |/*( x ) —|〉 e }) = 0, 则称{/*(了）}是£ 上的依 

)—^00 

测度基本列. 

9. 若 {/* Or ) }是£上的依测度基本列（也称柯西列 ） ，则在£ 
上存在几乎处处有限的可测函数 / o ), 使得{/*(工）}在£上依测 
度收敛于 /(X). 

10. 黎斯 （ F . Riesz ) 定理若{/*(^)丨在£上依测度收敛于 
/ U ) ，则存在子列 { f kl U )} ，使得 

lim f k (x) = f (jt) ,a. e. . 

疑难解析 

1. 几乎处处收敛与一致收敛有何关系？ 

答在数学分析中，函数列的一致收敛概念是读者熟悉的.在 
一 致收敛的情形，某些极限运算可以交换次序.一般地 ，一 致收敛 
强于处处收敛，更强于几乎处处收敛. 

例如，定义在[0，1]上的函数列 {/„},/„ = 

{/ J 在[0，1]上处处收敛，却不一致收敛.但是，若去掉包含右端点 
1的一个小邻域，即取3(0<^<1)，将人限制在[0，1 —幻上，则可 
以证明序列 {/ J 在 [0,1 —幻上是一致收敛的. 

叶果洛夫定理指出，满足定理条件的几乎处处收敛的可测函 
数列，在去掉一个测度任意小的点集后是一致收敛的.因此定理在 
许多场合为处理极限交换问题提供了依据. 

在叶果洛夫定理中，条件〃很重要，不能去掉.例如， 
可测函数列 
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/ n ( j ：)—» n = l ，2, …， - r 6 (0, oo ) 

在 （0, oo ) 上处处收敛于 /( x ) = l ， 但在 （0, oo ) 中的任一有限测度 
集外均不 一 致收敛于= 

2. 说明依测度收敛与处处收敛或几乎处处收敛的区别与联 
系 • 

答 从定义来看，处处收敛与几乎处处收敛强调的是在点上 
函数值的收敛（几乎处处除一个零测集外），而依测度收敛的要点 
在于点集 U : |/*0 r ) — / O ) 的测度应随々趋于无穷而趋于 

零，而不论此点集的位置状态如何 • 

它们的区别在于对任何一个固定的 e >0，{/„} 处处收敛于/ 
的特点是：（1)对每个心€£，总有一个指标 《 Cr 。）， 对于 n >/ i ( x 。）， 

OTj 

i /« cr 。）一 /(:)丨<£，即 n u : I 人一 / i < e };( 2 ) 对于每个 

n~n( 1 

指标 〜使得 lACr ) — / Or )|> e 的点全体可能有较大的测度（甚至 
无限大). 

而依测度收敛恰好相反，有以下特点 ：（1) U : I /,, —/1>£}的 
测度一定随 n 趋于无限大而趋 于零； （2) 对于每个 I 。 来说，不一定 

存在《(〜），使得:^ /|<4,甚至可能对任何指标 

/?— rt (x 0 ) 

oo 

n ， 门 U : l/ f — / l < G 始终是空集_ 

I = rt 

依测度收敛与几乎处处收敛的联系反映在勒贝格定理和黎斯 
定理上.勒贝格定理指出，在的前提下，依测度收敛弱 
于几乎处处收敛；而黎斯定理指出，在£:上依测度收敛的基本列中 
一定可以抽出一个几乎处处收敛的子列.所以，尽管依测度收敛与 
几乎处处收敛的差别很大，但还是存在着密切的联系. 

方法、技巧与典型例题分析 

证明函数列的一致收敛和依测度收敛需要应用叶果洛夫定 
理、勒贝格定理和黎斯定理来进行，在证明这些命题时与证明这些 
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定理一样要采用点集分析的方法，即根据函数取值范围对其定义 
域进行分解，然后通过集合关系的分析对函数或函数列进行讨论. 
其技巧表现为选取出恰当的集合或构造合适的函数（函数列），请 
读者通过例题认真领会并应用于解题中. 

例1设{/„}是£上一列可测函数，/ 是五 上几乎处处有限的 
函数.如果对任何》>0,存在可测集 £^C：£ ，使得 
{/,,} 在& 上一致收敛于 /. 证明： （/„}在£上几乎处处收敛于 /. 

证这是叶果洛夫定理的逆定理，它指出叶果洛夫定理关于 
函数列几乎处处收敛的条件不仅是必要的，而且是充分的. 

任取一列正数 A ， 使 0. 对每个 h 存在可测集五且 


在£\£* 上一致收敛于 /. 因为 m ( n £*)< m (£*) 
< A ， 所以是零集，由于 

E\f]E k =[)(E\E k ), 

1 jt— i 


故&时，必存在某 匕， 使 £\£ v 而在£\£'上，{/„} — 
致收敛于/，因此 limA(x Q )=/Cr。）. 由: r。 的任意性知，命题成立_ 

oo 


例2设£是测度有限的可测集，{入}是£上一列可测函数， 


而且人 


证明： 对任何5>0,必定存在£的可测子集使 


w (£\£d<(j， 且{人}在私上均匀地发散于⑺，即对任何数 M>0, 
必存在 A^N, 使得当 n>7V 时，对一切: r6£,， 有 |/ fl Cx)|>M, 


证定义心 ( x ) 


\/ f n { x ) t 人 (x) 古0, 




则因为 ⑺, 


1 ， A(x)=o. 

. ，所以心―0 ，a.e ••依 叶果洛夫定理，对任何占 


>0,必存在£的可测子集&，使;/2(£\£^)<心且在^上一致 
趋于零.即对任何 M >0, 存在时，对一切:有 
|心(2.)|<1./舲， 即 l/„Cr)|>M (可设 A/>1). 

例3设是|>，6]上一列几乎处处有限的可测函数，且有 


# 
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lim /„ Or )=/( x )， a . e , ，证 明： 存在一列可测 集艮匚 [〜6 ]，n = l ，2, 
…，使得 m ([ a ，6]\0&) =0,而 {/„} 在每一个&上一致收敛于 /- 

ft— 1 

证依叶果洛夫定理，取& C ： [〜 6]， m ([ a ，6] VEJ < lA 2, 
{/„} 在伫上一致收敛于/，于是 

m{ [a 1J E„) ， 6]\D<1 /"， 

即 m { [ a ，6]\ l ) E n ) =0. 

n= 1 

例 4 对于 £ 中每一点都趋 于〜的 函数列建立叶果洛夫定理. 
解 （1) 建立相应叶果洛夫定理 如下： 

设可测函数列{/„}在£:上几乎处处收敛于 oo, 则对任给的 
占>0,有在&上一致收敛于 oo . 

(2) 给出定理证明 如下： 

令/+ oo}，Q = £ V ^则 m ( Q )=0• 

取数列 a , 单调增加趋于 o ，/ = l ，2, …，则有 

tx.> OO CXJ CO OC CO 

尸=门 u n u ： L > a t ), q-u n u 

t — ] n — 1 i ™ 1 1 k^n 

记 u { joxfk ^ a ,) , 

k=^ n 

oo OO OO oo 

q=u n uu :/,< a,}=u HA ， 

i—l n—\ k = n I ] w^ 1 

oo 

由 m ( Q )= 0 , 可知 m ( n M : = 0 , 易知从而 = 

«= 1 一 OC 

0，/ = 1 ， 2,…. 

oo 

取正数列冰}单调减少趋于零，且，则对每一个 

i ~ \ 

必存在使得同时，对任给的&>0,必有 lfl 存在，使得 

oo 

… n k ^ rt , 

o- 

m ( E\E^ ) — m( E\ U ^X t .) ^ ^ m{/V n ) — 7 , <8. 
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对任给正数 A /， 必有 h 。存在，使得气>脉而对任一 x 

6 Es = n n {工:/,>仏}，必有 n {工:/*〉《,}，即当是时，对 

1=, o * = ", h, 

一切恒有 

因为％的取法与: c 无关,而只与 M 有关.从而得知，{/>}在£ 3 上一 
致趋于 

例 S 证明： 存在以多项式为项的级数/ > 1 Cr )+ p 2 0 r ) + …具有 
下列 性质: 对于在|>，幻上所定义的任何一个连续函数 / Gr )， 可以 
将此级数由项的归并(不改变顺序)使级数 

OQ 

2[/s +1 (: r)+/>„ i+2 (:r) H -( 工 ）] 

在 [ a ，6] 上一致收敛于 /( x ). 

证因为 / u ) 在 [^,6] 上连续，依维尔斯特拉斯定理存在一 
列多项式{心00>在0,6]上一致收敛于 /( x ), 而对每个 aCt ) 又 
存在一列有理系数多项式—致收 敛于仏 U ), 从而存在一 
列有理系数多项式 ( Mx )} 在|> 上一致收敛于 /( i ). U , Or )} 的 
取法如下： 

设数列 { e ,} 单调减少趋于零，则对每个 e ; >0, 必有存在，使 
对一切 [ a ，6] 有 |^ ( ( x )—-/( x ) I < e ,/2，/ = l ，2,…， 

对每个 A ( x ), 又必有 /^:0 r ), 使得对一切 jre [«，^]， 有 

| g -„ ( j :)— Ai -;( x ) ]< Ce 1 /2, i == l ，2,…- 

i 1 

令 hM =^ hHx ) y 则对任给的 e >0, 必有 e , u < e ， 从而当 i>h 
时，对一切有 

\ki{x) — f(x) i/i,(x)—^ n .(x) I + I 裒 ' (i)—/(:r) I <e,<e, o <Ce_ 

即知 U , Ct )} 在 1>，6] 上一致收敛于 /( T ). 

因为有理系数多项式全体只有可列个，设排成奶 （ x )， 钤 ( x ), 
…，只(: T )， …. 于是，依上面所证，对任一 0，幻上的连续函数/( X )， 
必有的一个 子列冰 ; (工） 〖在 [〜幻上一致收敛于/(』•)，令 
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yp 2 ( jc )^=< Pz ( x )—< p l ( x ) , •** 
/>„(1)=蚪（1)— 钭 +1(1)，••• 

于是 

>=1 

* - 1 

^ ( 户 、+1 (了）+ ^+2 (工）十…+ pn^ x (: T) )， 

>-o J J J 

而{% (: r ) 丨在 [ a ，6] 上一致收敛于 / U )， 这等价于级数 

CO 

U [/\+1(工）+户'+2(工）+… +/ V +1( 工）]在 [ a ， 6] 上一致收敛于 

j^O 

/ (x). 

例6设函数列{/„,«}在£上依测度收敛于/„，《 = 1，2，〜.又 
函数列{人}在£:上依测度收敛于 /. 证 明：在 中存在一个子 
列依测度收敛于 /. 

证因为对任何 AeN ,{/ n } 依测度收敛于/，所以 

m{{xx \ f „ — /|〉1/(2是） }) - ►(). 

故存在，使得 m ( U : 1/„ 4 ~/|>1/(2^)})<1/(2^). 

同样，因 {/„.•„} 依测度收敛于人，所以存在 m *， 使得 

m({jc ： |/". m — f„ k | 〉 1/(2 々） })<1/(2 是 ）. 

从而 m ({ jc ： \ f n , m — f \'>\/ k }) 

< m ({: r : I /、，、一/、|>1/(2走)}) 

- \~ m ( { x : \ f» k — /|〉1/(2是）}) 

<\K2k)^r\/i2k) = \/k. 

于是，易知 { A . J 依测度收敛于 /. 

例7 若 m ( E)〈oo ， {/„(^) } 依测度收敛于 /， g 是几乎处处有 
限的函数，证明 :/«( x ) g (: r ) 依测度收敛于 /(: r ) g (: r ). 

证只需证对任意 cr >0, 有 

limwC (x ： \f„(T)g(j-)—f(jc)g(jr) | ^<7^) = 0, 

” 餐 产 O 

已知 U : U ， (了 ） 丨=°° 丨 = h {.r ： |^(^) I >八4 ，且 w ( {了： \ g ( x ) I 
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= oo})=0. 设 ^^={ 工： | 发 ( 1 ) 丨 > 7 ^} ，则 4 ^}是单调减少的可测 
集列 _ 因为 m (£)< oo , 故 

0 = m( {jc ： \g(jr) I =oo})=m( f\ {x ： \g(x) |>N}) = 

N = 1 AT—►oo 

从而，对任意的 e>0, 存在 AT ， 使得 

m ( y 4^) = m ({ x ： | g -( x ) |> N })< e /2. ① 

对应于 W 和 e ，必存在 AT 。， 使得当 w >iV 。 时，有 

|/„(x)—/( j:) j ^£t/ 7V} Xe/2. ② 

而对任意的 〃 >0 ， 

{ 工： \f„(jc)g(x) ~f {x)g{x) i^cr} 

={j ：: l/«(j") ~f{oo) I |^(x) |^a} 

C{*r: |/ n (x)—/( x) XAO U {j:: 1 尺 ( 丁） I ~>N} , 

于是 m({jc ： \fAx')gix)— fix)g{x) |>a}) 

<m({x: |/„(:r) — /(jc) 丨 XN"} )+w( { ： r: \g(x) | 〉 A/"}). 

由式①与式②有 

0^m({x ： \f n (x)g(x)—fix)g(jc) |^<t})<£, 

所以 limm( {x ： \f„(x)g(x) —f(x)g(x) \ ^<x}) = 0. 

n +00 

例 8 若人 ( 工 ) 依测度收敛于 /( 工），在 £ 上 /(x) = 容0 ) ， a. e . ， 
证明 :/ n Cr) 依测度收敛于 gOr). 

证只需证对任意的 〃 >0 ,有 

limrn({x ： |/„(t) —g(x) \ ^<r} ) = 0, 

因为对任何 <00 ， 

{jt: —g(x) I ^a} 

C{^ ； /(^)^(^)}U{.r ： |/„(x)—/Cr)|X 
而由题设知，爪 （{jc : j\jc)^g(jr) } ) = 0 ,所以 

w( {jt ： i/nC-r) - ^(^r) | ^cr} Xm ( {jt ： 1 入 D — / (了 ) | ), 

又 因为人 (_r) 依测度收敛于 /(_r )， 故取极限有 

limw ( { jt : ~ g(j ) I ^ cr }) 




* 



^\ imm({x ： |^£ t }) = 0. 

所以 limw ({: r : \ f n ( jo )~ g ( jr ) (^ cr }) = 0. 

71—00 

例 9 若入 Cz ) 和 & U ) 分别依测度收敛于 / Cz ) 和 gCr )， 证明： 
/„ (: r )+ g „( x ) 依测度收敛于 /(: r )+^"(_ r )* 

证只需证对任意的〃 >0,有 

lim 7 M ( { x ： 1 [/„( jc ) H -^- n ( x )]— [/( x ) +^( x )] t ^ ff }) = 0, 

/! —OO 

因为 I [/«(1) + 仏 ( 工） ]— [/(X) + g( ： C)] I 

^ |/„(x)—/(x) I + \g n (x)~g(x) I » 

对任意的 < r >0， 

{工 ： I [/«(工)+尺》(了)] — [/ GO +^ x )] \^ a ) 

C 1{ jc ： j /„(. r ) —/( x ) U { j :： |^ B ( x ) — g ( j ：) j ^ ir /2} , 

所以 

w( (x ： t [/ «(x)4-^- n (j：)] — [/(x)H-g-(x)] I ^-cr}) 

^ m{{xi \ f „{ oc')—f { jc ) I ^< j /2|) 

+ w( {x ： |g-„(x) —g(x) I ^scr/2}). 

由题设知 

72 一令 OO 

m({x: I [ 人（工） + 心（了） ]— [/(x )+ 发 O)] j ^cr}) - K )， 

所以，对任意 a >0, 有 

limw( {x ： I [/„ ( 工） + 兒 „ (: r)] — [/(jt) + 尽（工 ）] |>。}) = ()• 

rt-^oo 

例 10 设£是1^上测度有限的可测集，/是£上的可测函数. 
证明•.必存在一列阶跃函数即每个科均是有限区间特征函数 
的线性组合，使得{科}既依测度收敛于/,又几乎处处收敛于 /. 

证因为/可以用可测集£:上的特征函数的线性组合一致 

m 

/j 

地逼近，故设九/ ，& e , ，其中£^匚£:对一切 z 和打 

I ' 

CO 

成立 •_ 取…列正数 { e 丄使]对 £, u ) ， 先取开集 (： r ，使得 

ft --] 

〕 △?，， a ，" （ o 广)▽:;，<€,, / 2“' 再由；” （ £ )< co 得 w ( E ( r } x 

• 1 i 3 _ 




oo . 故可取 OP 中有限个有限长的构成区间，记其并为 Ff ，使得 
m ( F ^^ El n ) Xe n /2 \ 作阶跃函数 


m 

n 

(=1 1 

有 u： 蚪关么 } =£ n (u (朽 10 aep )) , 

故 m ( U : <Pn 幸中 n 、、 <y^€»/2 < = e„_ 

+ 

I 

注意到 { 工： I /— 件 |>e}C{x: I /— 0 «|>e} u { 工 : 科古 #"}. 

因为 m(£)<oo, {&} 一致收敛于/，故 {0J 依测度收敛于 /. 从而 

w( {x ： 1/— 件 j>e}) 


^w({x ： \f~~<pn\'>£}) J rm{{xi%^(}) n )') - ►O, 

即{件}依测度收敛于 /. 

又有 {jr : 9iAr/}c:II^U : 料矣 ，而 

(: {x ： ^iPJ)<^e n <C°° ， 

故別（ lim { x ：^^^ w }) =0, 即得钭 —/， a . e .. 

n-^co 

例 11 设(/„}在[>，幻上依测度收敛于 /,# 是 R 1 上的连续函 
数. 证明： &•/„} 在[«,6]上依测度收敛于 $•/. 

证因为函数列依测度收敛等价于其任何子列有几乎处处收 
敛的子列，故对{人 K 的任何子列{/„,}，有子列{/„,}，使得 

又由函数发的连续性，可得 g • • /^，所以知 

&•/»} 依测度收敛于 $•/• 

例12说明在讲(£)=^的£:上，勒贝格定理不再成立. 

解如定义在 (0, oo) 上的函数 


f n (, x ) = 



( W 一 1，《)， 

了 6 ( n ~ 1 〉 ， 


显然有 / rt (:r)-^—^/( t )=0. 


箏 


但对 <7=1/2 ，因为 7>7({‘7' : I/,, (x) —fix) j>l/2})=W(« — 1 ， 
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«) = 1, 所以人 Or) 不依测度收敛于 /. 

例13若对于任意固定的《，当 A—oo 时， /〗”>(：r) 依测度收敛于 
/—(■r), 而当 woo 时，有广>(幻依测度收敛于/(I). 证明： 
{/ u) Cr)} 中可以选取函数列依测度收敛于 /(x). 

证任取两个单调减少的正数列与 { ej, 对每个 《， 由于 
/WCr) 依测度收敛于 / u) (:r)a->oo)， 故必有 I ， 使得 

m({x ： |/i n) ( 工 ） 一 /(")(x) | >c H /2}) <e"/2_ 

n 

由于对任给的£>0,以>0,存在# 1 €?4，当《>/^ 1 时，〜 <(T，e„ 
<e ，有 

{x ： |/i" ) (x)~/ ( " ) (x)|>cr/2} 

Cl {a:： \ fi n) ( x ) —/ <rt> ( x ) I ^ c n /2} » 

故 m({x ： \flr } (x) - 广 > (: r) I ><t/2}) 

^ m ( { x ： l/i rt) (x) — f (n) (x) I >戊„/2} )<e"/2<e/2_ 

ft 

又由广 Hi ) 依测度收敛于 / Cr ) 知，必存在 W 2 , 当 n >； V 2 时，有 
w ({ x ： |/ i H ) ( x )—/ ( n ) ( x ) | X 2})< e /2* 

ft 

取 A^maxiiVpAM ， 当时，有 

m ({ x ： 1/^(1)—/(”)(>) J^<y/2})<e/2, 

m( U : I/°° U) —/Or) I >c/2 })<e/2. 

而 U；|/^(x)- f ( x )\>( j } C ：{ x ：\ fl n Hx )- f M ( x )\ > a /2) 

It Jt 

于是，当时，有 

m {{ jr ： |/*" } ( j :)—/(x) |^<r}Xe/2 + e/2 —e» 

即 /fCr) 依测度收敛于 /Or). 

例 14 将例 11 中的区间 [ a，6] 换为测度为无限的可测集， 
U • 入}是否还依测度收敛于 g • /. 

解否.如在 (0, oo) 上考察函数列 

/„(jr) = x+ 1/«, « = 1 ， 2,… ， /(.r)=.r. ^Cjt) ~x 2 . 

显然 {/,, 丨依测度收敛于/，但是，由于 
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ig • f n — g * /) (x)= (j-H-X/m) 2 — x z ==2x/n + \/n z y 

故知 {g _ fn-g - /} 不依测度收敛于零. 

例 IS 设 {人 } 在五上依测度收敛于/(工），且/„(工)</„ +1 0：) 
几乎处处成立 ， w = l ，2,….证明 ：几乎 处处有/„(：1：)收敛于/(«3：). 

证 因为人 ( I )依测度收敛于 / U )， 所以存在子列 / nA (: T ) 在£ 
上几乎处处收敛于 / Cz ) •令 

^ = [ U { i :/”>/”— i}]U ， 

n= 1 * 

则 m(Z) = 0. 设 £:。= £ V4 ，任取 X 。 € £。, 则人 ( 工。 ) </„+! U 。) 对任何 
: To 成立，且 /、( Xo )—/(： C 0 ). 

因为 {/„ Cr 。）} 是单调增加数列，所以 

/( j ： 0 ) = lim /„ ( x 0 ) = lim /„( x 0 ) ， 

k-^-0 n-*^co 

即在£。上处处有人 Or ) 收敛于 / Or ) ，所以在£上几乎处 处有人 Gr ) 
收敛于 /( t ). 

例16 — 列几乎处处有限的可测函数 {/*(: r ) 丨 （A =1，2,…）依 
测度收敛的充要条 件是: 对于任何正数 a 和 £ ， 存在自然数；^，当„># 
且 m >7 V 时 , m ({ jr ： |/«—/ M i >< r } Xe . 

证必要性由/ 11 (*3：)依测度收敛于/(：1")，\/£〉0，《0>0，一定 
存在"€1^，当《>%时，明（{_2； : |/„ Cr )— •又 
{• r : |/„( x )-/ m U )|> ( j } C {^； |/„( jr )~/(. r )|> cr /2} 

U (X: \ fmior) ~ f ioc) I ><?/2} ， 

m{{x ： |/„(x)—/ m (j") |><7})<w({.r ： \f„(x)—ftx) |^cr/2}) 

" Ww ({ x ： |/ m (. r )—/„ ( x ) j ^ ff /2}). 

故当 n^>N 且 w >7 V " 时 ,?7 ?({x ： |/„(_ r ) — \ 

cx: 

充分性任取数列 {々}， W >0，^； W < 由题设条件知，存 

k — \ 

在⑴，使 

{ x ： \ f / ik ( x )— (. r )^[/2 l ) )<7” 
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其中々=1 ，2 , …; m = l ，2, ….从而可取 n * 单调增加趋于 00 ，且有 

m ({ x ： l /" t + i ( x )— / 、 ( 了） |>1/2”)<7*， 

对这列 { n *} 作 

Q~ fi 0 { 工 :I/” (：) 一 /„ Cr)>l/2 *} ， 

1 = 1 *=i * 

P = E\Q= U 0 {-3 ：： \fn k .Ajr)—f„ (x) I <1/2*}, 

1 = 1 k^t k 

* 

Ri = Q { :: |/' +1 (: r )— /、(: r ) t ^ l /2^}. 

it 1 

显然尺…，因此 

i=i 

OO 

w ( Q ) = limw (/? l )^ lim 2 m I 人“， （：）—/〜（：） I >1/2*}) 

i—►oc ， * 十 1 

k = t 

OO 

^ lim = 0 => m ( Q ) = 0. 

^ 00 

下面证明 {/„ t U )} 是尸上的收敛基本列，记 

P = U n {^: \ f n ( jr )— f n ( x ) 丨<1/2”= 0 A 、 

1=1 k=i * +1 k 

显然， A . CA +1 匚… • 若尸，则必存在‘使 _ re ' CApCI …， 
V e >0, 必有? >&，使得1/2- 1 <6，工6儿匚儿 +1 0"，故对一切 
/>/ ，w = l ，2, …，有 

|/~( x )— / 〜十 m ( JT ) 丨 

m oo 

A )— /〜(上）1/〜+1(丁)—/、 (工） 丨 

i—l 



所以， /~( t ) 在尸上收敛于某个 /(- r )* 其中 /Cr) = lim/„ Cr) P ). 

k k 、 c'- k 

显然，/〜( 1 )依测度收敛于 /Cr). 于是， V e >0， cr >0,3 iVGN ， 当 
〜〉 A r ， w >7 V 时，有 

rn{ ! x ： I j ft ( j ) — /:、 （ ‘r) I ^a/2 \ )>e/2 ， 

K 
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|/" t ( ： r) —/ (x) I^a/2})<Ce/2* 


而 { j :: \ fnioc ) — fix ) \^ a } Cl { j ：； |^cr/2} 

U {，： I ^ cr /2}» 

从而，当 《>iV 时，有 

m ({ jr ： |/„( x ) —/( jr ) |^« r })< e , 

即 {/„(x)} 依测度收敛于 /Or). 

例 17 作一依测度收敛但处处不收敛的函数列. 

解设 (R 1 ， 父， m) 为勒贝格测度空间， £：=(0，1]C：R 1 ， 将(0，1] 
二等分，作函数 /Tor) 与 /WCr): 4 



卜4，音] 

j 1 - 

* 

f 

0, 

工 6 

f 1 1 

/ -i — i 


0，工 € ， 1 

L L 

4 

f 

1, 

- r 6 

1 1 
〖 2 ，丄 

V ^ j 


再将(0，1]四等分、八等分……，对 /2 6N， 作 2 n 个函数 



f ) n \ x )=^ 

0, 



>=1,2 1 ,2 2 ,-,2\ 


将 {/T \ j = l ,2\2\-,2 n )%^ n 后按 ） 的次序排成 一列: 


/ v ) ， yi n ，广， yr ，…，片 V - •，/^， •••• 
显然，/?°为这函数列中第 w 个函数， 


N 


= 2 + 2 2 H - V 2 n - Xj rj = 2 


2 n 1 ' 
2—1 j 



= 2 W —2+ j ，1 ，之 1 ， 2 2 ，…， 2 rt ， 

且 TV—oo^=> w —oo. 因为 V e>0, 有 


£( L / T — o»=H 
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e > l ， 

0< e < l . 




所以 


故有 





0, 

1 / 2 % 


0 <£< 1 , 


即 rt— 00 乂 

rr 40 (=> 表示依测度收敛). 

m w 


但在£=(0，1]上任一点处都不 收敛. 这是因为， 


V x€(0 ， l]，V «eN ， 存在相应的使得 x € 1 ¥，泰].因而 
fj n ) u ) = 1 , f ( ;\ ( x ) = /% ( x ) = o . 即 v x e £ = ( 0 , 1 ]， 在 


{/ T ° Cr )} 中必有两个子列 ，一 个恒为 1， 另一个恒为0,所以 
(: rM 在£=(0，1]中任一点处都不收敛. 

例18举例说明 ：当 〆 £) = ^时，对£上的两个可测函数列， 
fn =>/，心 => g ■，虽然/，发在£上可测 ，但人 • 心不一定依测度收 

敛于 / • 笑 . 

解设 £=( l ， oo )，// = m 为£上的勒贝格测度 

J n KX) 

U+l/ 々， ： rG(”，” + l], 

f { x )= k ^ x ^： (走， 々 + 1]， 々 GN , 


则 





0, 

l/n, 


(k ,々 + l ) 
^6 (n，” + l). 


所以 ， V e >0, 当 n > lM 即 e < lAO 时，有 


E(\f n -f\>e) = 0, 


limw(/?(|/ n —/I>s)) = limm(0) = lim0= 0, 

L=^f* 

/* 

但是 W . r )— 尸 ( jt ) 丨 =1 [/ «( t )—/( x )] [/ w ( or ) + /( x )] I 


所以 


1 

■* 

f , 1 




n-\- 

+ /i 

n 





— 2 ~\ - 7 % 了 6 W -+ 1 ) • 

yv 

7” （瓦 （ I _/! …尸 I )) = w ( (/? ， 《 + ] ) ) = 1 ， V n 6 N , 


1 


I 
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故 fl 今 f 2 . 

第三节可测函数与连续函数 

主要内容 

1. 鲁金 (n y3HH ) 定理若/(^)是£上几乎处处有限的可测函 
数，则对任给的5>0,存在£中的一个闭集/^，饥（£\厂）<5,使得 
/ Cr ) 是 F 上的连续函数， 

2 - 若/0)是£上几乎处处有限的可测函数，则对任给的3>0, 
存在 R ” 上的一个连续函数《(了），使得 m ( {• r : /( jr ) ; 7^(: r ) })<々. 
若£还是有界集，则可使上述 # Cr ) 具有紧支集. 

若/(1)是£：上几乎处处有限的可测函数，则存在化上的连续 
函数列 { g * Cx )}， 使得 

j ") =/( jr ) , a . e . , £. 

h * co 

3. 若 /(X) 是定义在 R ” 上的实值函数，则 /(X) 在 IT 上可测的 
充分必要条件 是:对 于化中的任一开集， /—( G ) 是可测集. 

4. 设 /(. r ) 是 R 1 上的连续函数 ，&(: r ) 是 R 1 上的实值可测函 
数，则复合函数 ACr )=/( gCr )) 是 R 1 上的可测 函数. 

5- 设： T : R M — R n 是连续变换，当 ZCR ” 且 m ( Z ) = 0 时 ， T UZ ) 
是零测集.若 /( x ) 是 R " 上的实值可测函数，则 /( TCr )) 是 R ” 上的 
可测函数. 

6. 设 / Cr ) 是 R ” 的实值可测函数， T : R ”— R " 是非奇异线性变 
换，则 /( TOr )) 是 R " 上的可测函数. 

疑难解析 

鲁金定理有什么意义？它还有什么别的形式？ 

答鲁金定理揭示了可测函数与连续函数的关系，使我们对 
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可测函数的结构有了进一步的了解.在应用上，通过鲁金定理常常 
能把有关一般的可测函数的问题化为有关连续函数的问题，使问 
题得到简化. 

注意 鲁金定理的结论不能 改为: m (£ VF ) = 0, 而 /( x ) 在 F 
上连续. 

鲁金定理的另一种形式是：设£是直线上的勒贝格可测集，/ 
是 E 上的可测函数，则对任何^>0,必然有直线上的连续函数 A ， 使 
得 

m ( {x \f^h } ) 〈 5. 

方法、技巧与典型例题分析 

利用鲁金定理及其推论（主要内容 2) 证明命题时，首先要验证 
是否满足（或经过简单推理可以验证）鲁金定理，然后再作进一步 
的论证.在推理中，往往釆取先简单后一般的方法.如证明鲁金定 
理时，先考虑 / Cr ) 是简单函数情形，再考虑 /&) 是一般可测函数 
情形，使命题分层次得到证明. 

例 1若 / Cr ) 是 R 1 上的实值可测函数，且对任意的 ideR 1 ， 
有 /Cr + 30 =/( x )+/( 3 ，），证明 ： / U )是连续函数• 

证 由题设得 /(> r +/ i ) — /(* z )=/(/?) 及/(0) = 0,故只需证 
/(• r ) 在^ = 0处连续即可.依鲁金定理，可作有界闭集 
0,使 / Cr ) 在厂上（一致）连续.即 V e >0,3 4>0,使得对 U 6 F ， 
只要 | jr — jy | < C 8 ，恒有 j /( x ) — /(_ y ) 丨 < e . 

现在来研究 F — F (向量差）点集，依第二章第三节主要内容一 
第2点，存在谷 2 >0,使得尸 一 F 二)[― U 2 ]， 取占二 min { U 山则•当 
= e [ — 心幻时，由于存在使得 2 =:r — _>，，故可得 

\f(z) | = |/(*r — jO I = |/(*r) — / (y ) 丨 <£， 

从而知 /(^ r ) 在： r ==0 处连续. 

例2 设厂是直线上的闭集，函数/在 F 上连续.证 明： 必有直 
线上的连续函数 h 使得当 ■ rGF 时， 
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证 设/ U (〜 馬），其中（〜，凡）是 F e 的构成区间，定义 R 1 

n 

上的函数 


h ( x)=i 


/( x ) , 

工 € F ， 


f(a )&— 工+/(/3 ) X_a，i , 

八 h 十川 

xG (心，凡） ， 

K 

/(氏）， 

^6 ，a = 

、/(〜）， 

^6 (〜， /?J ，/? n = 


<00 ， 

- CO ， 

CXD. 


即 A 在 F 上取值与/相同，在，’的构成区间上是线性函数，且在端 


点处连续. 

因为产 中每一点都是 A 的连续点，故只需证 F 中的点也是 A 


的连续点即可. 

任取 J ： o 6 F，V e 〉0,3 $〉0,使得当 : rGFD (了。 _ 谷，1。+》)时， 
恒有 I / Or )— /(^。）|<£.若 (A — A ： r 。） 中不含 F 中的点，则心必为 
某个构成区间(《,,，仏）的右端点. 又由 h 是 ( x 。一 x Q ) 中的线性函数， 
必存在7,使得当 r 6 (7， To ) 时，有 |/j ( t )—/ i ( x。）I < e - 若 ( jt 。一5， jt 0 ) 
中含/ ^ 中的点，例如7,则当[7，了。]0尸时，有 AO )=/(: r ) ，/ i (. r 0 ) 
: / U 。）， 因此 | Mx )—/ iCr 。） 丨 <£• 又若了6[7，1。)\尸，则必有/ 7 的余 
区间 ( a „，|8„)( a „, j 3„) CZ ()?» x 0 ). 由于《,,，/?„6 [7， J ^] fl 尸，所以有 

| A(a „) — h (jc 0 ) I <Ce» \h (^„) — h (j: 0 ) i <Ce. 

因为 Mx ) 的值介于 K «„) 与 / K 久）之间， gp | M _ z ：)— AU Q )|< e . 从而 
证得 x 。 是 AO ) 的左连续点. 

类似可证 A 是 ACr ) 的右连续点.于是， X 。是/ j 的连续点，即 A 
在 F 中连续. 

. 例 3( 鲁金定理的另一形式）设£是直线上的可测集，/是£ 

上的可测函数，则 V e >0, 必有直线上的连续函数 A ，使得 

mi { jr ： f^h })< S , 

证由鲁金定理，对每个^>0,存在 ^ C ：£ ，使得/在^上连 
续，且 〈足 又由例2, 把& 上的连续函数延拓为 R 1 上的 
连续函数 / i ，于是 { jt :/尹/ 】 } CI £\£^， 从而 m ({ x ： f^h } )<次 
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例 4( 鲁金定理的逆定理）设 / U ) 在可测集£上几乎处处有 
限，若 V s >0, 存在闭集 / M 吏尸 C £, w (£\ F )< e ， 且 / G ) 在 F 上连 
续. 证明： /(^)是£:上的可测函数. 

证对 £,, = 1/”，令 则 w (£ : 

n — 1 

= 0. 因为对于任意实数是闭集，所以 

u : /( i)>neM 卜 D u ： fu )> t ^ eF n ) 

n — 1 

是可测集.从而 

{t ^x^ ： E)~ {x ： /(.r)^f ,x6 M} U {j* ： /(x)^,j ：6 £i} 

是可测集.由（的任意性知，/(•^在瓦上可测. 

例5设 / Cr ) 是 ( a ，6) 上的实值可测函数，且满足 

r f x + jM //(- r )+/(： y ) 

/I ^ - - -， ia , b ). 

证明： /(. r ) 在 ( a ，6)上连续- 

证 用反证法，设 /( x ) 在点 _ r 。6 U ， 6) 上不连续，考察区间 
Or 。一2&， J：o + 23). 因为 / G ') 是无界的，所以存在 (. r 0 ~^» Jr (j + 
占），使得 /( 匕) >々，々= l ，2 r ... 对于了6 (匕 一 在，6* +幻，有 
xo — + 28 , j ： 0 — 2«5<： r ' = 2 $k — x^Xo + 25 1 . 

由 2/(&)</ Cr )+/0 r ') 可知，或或 /( x ')>々. 于是得 
w c {x ： x 0 — 2^^x^ ； x 0 +2<5 ， / \xy^k 、 y ^§ ， 

与 / u ) 是实值函数矛盾. 

例6设/是（一 oc ， oo ) 上的勒贝格可测函数，且对一切 
e (- 00 , oo ) ，均有 / G 1 + f 2 )=/( f 1 ) + / U 2 ). 证 明：必 有常数 c ， 使 
得/⑴ =Ct. 

证 由数学分析中函数方程的知识知，若 / 是实直线上的连 
续函数，且满足则必有 /(/)= Cf . 故只需 
证/是/的连续函数即可. 

任取《>2,来证/在[—»，《]上 连续. 

依鲁金定理，取闭集£(=[—«，；0,使得 w ([-« j ] V ^)<1， 且 
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/'在£ 上连续，则有 

7 n{R^} —7ni \_ 一 n^rT\) 一 rn ( 匸 一 n ，《 ]\£) 〉 2 ” 一 1 ， 

V e >0,3 谷>0, 使得当 々，工斤五 且 : c 2 |<^ 时， \ fix x ) 
—/ Cr 2 )|< e . 可设谷=1/2,来证当 ”，《] 且 U '— y ’ l <3 
时，也有 \ f ijc ') — f ( x ") I <e. 记 .r"=.〆 +c/， 先证必有 A，J： 2 6 £ ，使 
x x ~ x z = d . 为此，必须证明 Efl(E+J) = 0， 其中 £+d=U+ 山 x 
G £}. 由于 £ U ( E + d ) C =[— 依勒贝格测度的平移不变 
性，有 

m(£：n(£+d))=w(£)+w(£ + J)—m(£U(£ + d)) 

— 2in{E) — jn{E[J (£+/i)) 

^>\n — 2 _ 2« _ d=2n — 2 _ d 〉 0. 

所以 £ f ](£ 十心关 0. 于是，对 

j/(r , ) ~/(x w ) I = \f(d) I = j/(x l ~x 2 ) 1 = j/C^i) —/(x 2 ) I <e, 

从而， / 是五上的连续函数. 

例7 设£是直线上的可测集，/是定义在£上的实值函数. 
证明： /是可测函数的充要条件是，存在直线上的一列连续函数 
{/J， 使 {/J 在£上几乎处处收敛于 /. 

证充分性 设一列定义在直线上的连续函数{人}在£上几 
乎处处收敛于 /. 而£:上的连续函数必然可测，所以作为几乎处处 
收敛的可测函数的极限，/也是可测的. 

必要性 若/是£上的可测函数，依鲁金定理，对于任何固定 
的/I，必有直线上的连续函数仏，使得 W(U:/ 古心})<1/«，从而有 
g n 依测度收敛于 /. 则依黎斯定理，依测度收敛的可测函数列必有 
子列几乎处处收敛.因此，可取的子列{心」，使几乎处处 
收敛于 /. 于是，只需令即可. 

例8 设/是定义于 £=[d，6] 上的几乎处处有限的可测函数. 
证明： 

(3)定义于（一^一0).匕的函数厂 ： 尸(0=别（{1 : />/})是单调 
减少的右连续函数； 
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(2) 定义于 [ a ,&] 上的函数 CV : G (: r ) — sup {/： F ( i ) + a > x } 对任 
何实数/，下式 成立： 

mi, {x ： G'>t}) = m{ {:r : /〉,}). 

证 （1) F 显然是单调减少的，设单调减少收敛于 Z 。， 则 

Co 

{.r ：/>/ 0 } = {了：/〉& } U { x ：/ n > />? 0 } ，而 n — 0^ 

rt ;r - 1 

所以 m(U:0/>，。})—0. 即 F(rJ—PU。）— 0,从而 F 右连续. 

OG 也是单调减 少的. 现证 { jt : G 、(: r )> f } = [a ,厂(1) + a ) ■因 
为，若 XoG {工 : G (: r )>/} ，由 G ( x 0 )>/ 可知存在 / i ，使 
得尸(“）+。>了。.由于 F 单调减少，，所以•: roCFCO + agFQ ) 
+ “，即」厂。€[^，厂(?）+。).反之，若: [ u ， F ⑴ + d )， 则 x Q < fX /) + 

…由/ " 右连续，故存在使得 fU+a〉，。, 故 G(.r 0 )»/， 从 

而了。 e {x : c;(x)>/}， 由此 

m ( {x :(;( 了 ）〉/ })=FO)~m( {jr ： f^>jr }). 

例 9 设是 E 上一列可测函数， {/,,} 依测度收敛于 /. 证 
明： 必存在子序列 { /„, } ，使得对任何沒 > 0 ， 总存在£ 3 C ； £ ， 满足 
m ( E \ E , ) <心且 {} 在^上 一致收敛于 /. 

证对任何々6 N, 可选取叫，使得 m( { j : \ f „ ~ f \'> l / 2 k })<i 

k 

oo 

1/乂■设{心}单调增加，对任何5>0,取々，使^ 记 

k : h 乙 

Es= P| {^ ： \J n k ^ f\^-^k ) ' 

k - k A 


cc ： -I 

于是 E \ E ,= [ JU ：\ L - f \>-^ 丨 ，因此 

h : k 乙 

cc - 

?n(E\Es) = ^?n({x ： 1/(—/I > + 

易见 {/,, t } 在/^上一致收敛于 ./. 

例10 设 m (£)< c «，/ ( . r) 是尺上几乎处处有限的可测函数 • 
证明： V £ > 0,存在有界可测函数# L r ) ，使得 

7 ti ( 1 .r ： / (.r ) g i .r ) / )•<£. 




证设九 ) ftx )\> k ), Q ={ x ： |/(： r )|= oo }， 则由题设 


知 ,7w(Q) =0-又 AiZ ) i 4 2 ID … , Q — H >U ，得 limw (儿） = w ( Q )=0, 

jt - - 1 k-^ CO 


故必存在 A 。， 使 m (儿 

Cr 


g ( x )~ 



在£上定义函数 

/ Cr )，x 6 > 

0 ， A kf) * 


则 #1) 显然是可测的且是有界的 • 因为 k ( x ) |<心且 U :/( X ) 

儿。，所以总 u ) 是符合要求的有界可测函数. 

例11设 /(: r ) 是|>，6]上的实值可测函数，证 明：存 在数列 

{ h M } > i ^# lim/ii = 0, lim /( j ：+/ i > )=/( x ) , a . e . [ a ，6], 

->oo 

证依鲁金定理，作闭集心 <=[〜6]，々=1，2,"*，使得 
易知存在％>0,使得当时，有 

|/(x+/i) —/U)|<l/ 々， xeF*,x+/i€F*. 

取 |九*丨<%，是=1，2，.”，作£*<仏，使得 7 ”（£：*)>(6— < 2) — 2/々 2 ，且 
在 £ 上有 !/( x + A *) — fix ') 1< C 1/ 々•由 m ( Um £*) ~ b — a , 即得所 

i 一 oo 

证_ 


例 12 设有定义在可测集上的函数/，对任何的 5>0, 
存在£中的闭集尸，使 m (£ VO <3，/ 在 F 上连续. 证明： /是£:上 
的可测函数 • 


证由题设，可取闭集 RCE ， 使得 m ( E \ FJ < l /« 2 ，/ 在 F , 
上连续，作函数 


fSx ) — 



E \ f \， 


(” =1，2, …） 


则人是£上的可测函数 • 又由 ^； m (£\ FJ < c «， 故 

«1 

m ( E \ YimE n ) —m (lirn ( E \ E rt )) = 0， 

而 .r e 1 ijp 时 ， \imj A : r ) 二 / Lr ) ，所以 / 是可测函数列 {/ 丄几乎 




处处收敛的极限，从而 /是£ 上的可测函数. 

例 13 证明 ：存在 [ a ，6] 上的一列连续函数{/„}，使得形式级 
数乃+乃十…+入+…在不打乱顺序，但在其中插入括号分段求 
和后得到的函数项级数几乎处处收敛于任何给定的勒贝格可测函 
数. 

证 首先来证明任一可测函数/必为一列连续函数 {&} 几乎 
处处收敛的极限，为此利用鲁金定理，取[«，幻，使得 

DO 

由此 ^? n ({ jOif ^ g n })< oo m 

n =] 

所以 m ( lim{x }) = 0. 

打一 。 o 

在点集 lim ({: r : / 尹尺])上《，斤/，所以，尺 „— /， a . e _ ? xG [_a yh ]. 

n ■争 co 

由维尔斯特拉斯定理，任一连续函数必是多项式一致收敛的极 
限，从而也是有理系数多项式一致收敛的极限.而有理系数多项式全 
体为可列集，记此可列集为灼，仍，….任一连续函数必为{科 } 某子列的 
一致收敛极限，故对每个， I 可取是„，使得 max |/„( x ) — | 

可设单调增加，于是饵 — /， a . e . ，: r 6[〜6]. 

作 {/] 如下： • 

/1 = 妁，/2 = 妗一奶 ，… = n ”…， 

K - 1 

于是，2/^ = 2 (/^+l + …+八 u )，其中〜= 0•由 私广 

i — 1 r ^ 0 

f ， n ，从而 5] (八十 ! + •••+ AJ 在[…幻上几乎处处收敛于 /. 

; -■ 0 

例 14 设(/,」是[0，1]上几乎处处收敛于0的可测函数列.证 
明：存 在数列(/,,}，使得 

y , In : H ， 〉 k I t n f rt (,r ) < 、〔 ':) ， &•<?, ， i7 € ，/)]* 

^ f n ---] 

证可设 i /.. L 处处收敛于 0. 取正数列； e 山使得 2>,,< co . 于 
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是，对任何々，有 


[0 ， 1]= u {:: |/ 相（了 ） I <ie k jrn^n } , 

rt = 1 

取一列整数使 {〜} 单调增加，且 

m ([0， l ])\{_ r : \ f „ Xoc ) |< e >, m ^ n A }< l /2*. 

因此， \ fmix ) |< e > t ， w > n 々}) = l •当 rtk ^ n^nk 1 时，令“ 

rt — #^oo 

= 1/( 〜一〜-1)， 


" 是十 1 1 

于是 2 !^i = 2 2 | / «1 = 2 1=oo » 

n k n L k 

K 

而当 !/ m ( jr ) i <。，別>〜} 时，有 

,1+OC 


i>o OO 

XI Ukfkix) \ = 2 2 U 乂 r) I < ^^<oo 5 a. e. ， :r€ [“ ，办 ] _ 

i — 1 i = 1 n — k 

例 15 讨论下列 问题： 

(1) 将鲁金定理中连续函数改多项式，定理是否仍然成立？ 

(2) 将鲁金定理中的5改为零，定理是否仍然成立？ 

解 U ) 不再成立.设 P 为多项式，而函数 


fix ) 


1 ， [0 ， 1] ， 
o ， 了 e [ —1 ， o ) ， 


则至多在有限 个点工 ，有尸 (1)^1 或 PU ) = 0, 从而 m ( u :/ 垆 P }) 


= 2 . 

(2) 不再成立.设 g 为连续函数，/同 （1) , m ({ x ：/^4 g }) =0. 
取谷 >0,使 |.r |<占时有 | g ( jr )— 发(0) [<1/4. 于是，或者 { x :/ 古尺 } 
二 》(— 谷，0)，或者二)（0，幻，前者发 生于贫 (0)>1/2时，后 
者发生于 〆 0)<1/2时.从而 W ( U :/ 关 




第四章勒贝格积分 


第一节非负可测函数的积分 

主要内容 

一、 非负可测简单函数的积分 

1. 设 /(X) 是 R” 上的非负可测简单函数，它在点集 A (/=1 ， 
2 ， -. ，户）上取值 c, : 

' p 

/C^)= /jC t XA.(x) ， [jA t = R\ A i C[A ) = 0 

i ' M 

若 £€ 、 # ，则定义 / 在 E 上的积分为 

-* p 

/(jr)djr= 'y]c,?n(Ef]A l ). 

tr[ 

积分号下的 dx 是 R" 上勒贝格测度的标志（也记做 dm). 

2. 积分的线性性质设 /(x),irCr ) 是 R" 上的非负可测简单 
函数， / 在点集 A 上取值 a, G = l ， 2, … ， /0 ， g 在点集氏上取值 
b } 0 = 1 ， 2,… ， g) ， £d ， 则有 

， r 

(1) 若 c 是非负常数，则 c/(x)dx = r /(x)djr; 

J E J E 

rt r r 

(2) [/ {jt) +^(jr)]d.r = f (x)dx^r g(jr)djr m 

J e J e J E 

3. 若是 R” 中单调增加的可测集合列， /i(.r) 是 TR " 上的非 
负可测简单函数，则 

[/(；r )d.r = lira J\x)d,r , £= U Kk- 

J E k-^^- J E k k --1 
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二、菲负可测函数的积分 

1.设 /(. r ) 是£上的非负可测函数，定义/在£上的积分为 

f (x)dx 


sup 

tEE 


AU ) d : r : / iCr ) 是 R ” 上的非负简单可测函数， 


E 


产 


若 / Cr ) dx < cxo , 则称 / U ) 在 E 上是可积的 • 

J E 

设/(1)，发(^)是£上的非负可测函数，有： 

(1) 若 /( xXg (: c ) (: r 6£) ，则 f ( jr ) dx ^ g ( x ) dx* f 

J £ J E 

(2) 若 F (： r ) S £ 上非负可测函数， /(: r )< FU )，. re £， 则 
/(X) 在 E 上可积； 

(3) 若 ZCLE ， 是可测子集，则 


f (x)dx= /(^c)Xa C\r)djr ； 

J 4 J E 

(4) 若 / O ) 在 £ 上有界，且 w (£)< oo , 贝!]/(工)在£上可积. 

2. 设/(1)是£上的非负可测函数，若 c 是非负的常数，则 

* f 

cf(jr)dx=c f (x)dx. 

J E J E 

3. 列维 （ Levi ) 渐升列积分定理设有定义在 £ 上的非负可 

测函数列 A (•: r )</ 2 Cr )<〜< ACr )< …，且有 lim /* Cr )=/( x )， 

l-.OO 

工6£，则 


lim fk(^r)d:r^ f(jr)dx. 



4. 积分的线性性质设/00，以乃是£：上的非负可测函数， 
a ，/3 是非负常数，则 


[cr/(.r) + ^(x)]dx = a /Udi + /? ^(jr)d.r. 

J f E E 

设 /( r ),^( x ) 是 £ 上的非负可测函数，有 

( I > 若 ” i ( E ) = 0，则 /( r )cLr = U ; 

J t 




(2) 若 /(了）=貧 (1)， a ， e . ， 则 


E 


f (.r)dj ： 


g(jr)6.z 


(3) /(工)在£上几乎处处有限， 

5. 逐项积分定理若是£上的非负可测函数列，则 








y ^/^( x ) dx : = Yj ft (工) d : r . 


设(々=1，2,…） ，瓦 HA =0 ( i 关 f ), 若 /(7) 是 
Cj £* 上的非负可测函数，则 


r 


/(x)dx 


u 


f (x)djr= 


f(x)dx. 


当 /( x ) sl 时，上式即测度的可数可 加性. 


6. 法都 ( Fatou ) 引理若{^( 1 )}是£:上的非负可测函数列， 


则 


r 


r 


lim/i ( x ) dx^lim 


oc 


£ 


fkix)dx 


7 -设/(^)是£:上的几乎处处有限的非负可测函数， m (£)< 

在 [0, oo ) 上作划分0=^。<%<0“<><：^ +1 <-^°°，其中 

yk ^\~ yk <^ (々 = 0, lr ，_)_ 若令 


E k — { jo ^： Exy k ^ f { jr )< Cy k + i }» 是= 0，1， 


则有 


y k m ( E k ) 


k ~ 


f (x)dLr. 


疑难解析 


i . 勒贝格积分有什么特点？ 

答 勒见格积分是在勒贝格测度理论的基础上建立起来的， 
勒贝格测度理论可以统一处理函数有界与无界的情形，而且函数 
可以定义在更一般的点集（不只是闭区间 [ a ，々]) 上. 它还提供了比 
黎曼积分更加广泛而有用的收敛定理. 

引入勒贝格积分的目的是为了克服黎曼积分的不足，可以扩 
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大可积函数类，降低逐项积分的条件，降低交换积分顺序的条件. 


2. 列维渐升列积分定理的意义是什么？ 

答列维渐升列积分定理指出，对于非负渐升可测函数列，极 
限与积分的次序是可以交换的.由于非负可测函数是渐升的非负 
可测简单函数列的极限，从而积分理论中的许多结果可直接从简 
单函数的积分性质得到. 


方法、技巧与典型例题分析 


非负可测简单函数的积分是勒贝格积分的最简单情形.因此， 
必须十分熟悉与理解其概念，从可测简单函数与非负可测函数关 
系来了解非负可测函数的积分. " 

例1证 明：若 A ( x )， gCr ) 是 R " 上的非负可测简单函数， A 在 
点集 A (/ = 1，2,…， /?) 上取值在点集氏（^‘=1，2，”*，^)上取 
值则 


[A (了 ） + 尽 （) ]dr = 
E 


r 


h (: r )djr 十 




J 


g(jr)d, 


证因为 M ： r ) + ^ x ) 在 AH / U 关 0) 上取值 A + 匕 ，所以 


E 


p <i 

= E S (&+ 〜） w £ n a 门尽） 

i - 1 ；=-! 

P q 7 p 

，二 1 尸 1 1 r : 1 

P 9 

= 2“ 邱 （£ n a)+S 〜”( £ n a) 




h (: r)cLr + 


g ( x ) dx ^ 


例 2 设 /(. r )， 尺(丁）是£上的非负可测函数. 证明: 


(]) 若 Cr ) ，则 


f {j )dj 


r 


g (.r )djr ， (.7 G E ); 





(2) 若 4是£ 中子集，则 /( x ) dx = f ( x ) XAix ) dx . 

J A J E 

证 （1) 若用 AU ) 表示 R ” 上的非负可测简单函数，且对 xe 
£， A ( x )</(: r )， M : r )< g ( x )， 则由定义知 


j 




E 


E 


g(x)dx 




从而 






( 2 ) 


/ (x)dx= sup 

E h (^ J 

f (x)djc 


/• 


E 


h(x)dx 


j 


£ 


g(x)dx. 


A 


r 


sup 

hix)^f(jr) 


r 


h(x)djr ) = sup 

E f A(x)^/t 

j-e e 


h(x)dx 


4 


sup 

(jt > 

,r€ E 


h(x)dx 




E 


f (jr)X^(^)clx, 


£ 


例 3 设讲（£)<00，/是£上的非负可测函数•证 明： /是£:上 


可积函数的充要条件是 Hm ( EJ < cx = s 其中& ={ x :/> H _ 


0 


证因为 £ V \£ 


A +1 


1:々</<々+ 1}，所以 


r 




E ^ E k 


f (x)dx^(k^Dm (E k \E k ^\ 


从而 






^ k • m(Ek\Ek^i )^： /(.r)dx^ ^ km (Ek\Ek-^\) - \~m (E) 

1 ^ E k=\ 


r 


即有 / Cr ) dr < m 等价于 2々 w (£ V \ E * +1 )< m •又 

J £ L _ 1 


OC, 


CO 


J]km(E k \E^O^ J]km(E k )~ J]km(E 


a+i 


k 


1 




CO CO 

— ^jkm ( 匕十 1 ) + ^ m (Ek) 


k 


Tjn(E k ) 
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oo 


所以， / 可积等价于 ^>(£,)<00，而 772 (£)<00，故又等价于 

^=1 


U 济(私)〈°°- 

Jt —- o 

例 4 设/是£上几乎处处大于零的可测函数，且满足 

/(x)dx= 0•证明：爪 (£) = 0. 

b ： 


证若 m (£)>0, 则因 E = { x ：/<0} U ( 0 {^：/>0 }j , 

n — 0 

mi { i : /<0}) = 0,故必存在 n ，使 m ( } )>0,于是 






E 


f ( x ) dx ^ 




：/>« 


f ix ) d ： r^n 




推出矛盾_故必有 m (£) = 0. 

例 S 设有 [0，1] 上的非负可测函数列 


，0， 1 = 0， 

n , 0 < C . r < Cl // 2 , w = l ，2, …， 

、 0 ， 1 /” 1 ， 


证 明：法 都引理成立. 

证 因为， lim/ fl (:r)=0，:re [0，1]，所以 


lim / rt (j")d:r = 0<Cl = lim 




IX ■入 


lOAj 


/„(x)dx. 


例 6 在列维渐升列积分定理中，去掉函数列的非负性假定， 
结论是否成立？ 

解不一定成立，如在 £=[ o，l] 上定义 

f —1/ {njc ) , tG(0 ， 1 ]， 

fnijr )= n = 1 ，2,…， 

1 0， = 0， 


f ( jr ) =(), 

显然 ， /i( 、 rX/2( 了 X…</« ( r )< … 

n ^ 

r 

坦是 j ~ 1 ，2,…， 
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/(. r ) da ： —0 


E 


r 


即 


lim 


w- 


r 


E 


/ n ( x ) dx ^ 


E 


f ( jr)djr 


例 7 证明： 列维定理可以推广到 m (£) = cx 3 的 情形. 

证 设⑺ (: £) = 00, {/„ (:^}是£上的非负可测函数列，且 




因为 /n (1) </ (X) ，所以若有？！使 


E 


fn (^) 心 = 00 ,则 




/(: r)dr = cxo ，命题成立.故设所有人 U ) 都是可积的（见下节）. 

E 

令尺， ,(*T)=/„ +1 (jr)—/ rt (x) ， n = l，2, …，则{尺《(了）}仍然是 £：上非 


负可测函数列且 / Cr )=/\ (: r )+ 互]仏( 1 ).依逐项积分定理 


n 




E 


/(x)d 


x 




E 


oo 


/】 （ jr ) + dx = / i ( jr ) d : r-f V ) gAjr)dx 

n，i J K \ J K 


r* 


r 


« . 1 


r 


j i ( x)dlr 十 lim 

E jt - i J 


r 


E 


g n ( x ) dx — f ' ( x)dx + lim 


E 


J 


r * 


H - - j 


£ 


2^ gkU)dx 


r 


E 


fi ( x)dx + lim 


rt- 




E 


.人 （ x ) — / t ( x )3 d*r = lim 


u- 


E 


人 （ jr ) d : r ， 




即 


lim 


7l^cn t 


f n ix)dx 


E 




E 


/ Cr)dx 


例 8 设人 (: r )>0, 且 




E 


人 Cr ) cLr 收敛于 a 证明:人 U ) 依测度 


收敛于0, 但人 ( x ) 不一定几乎处处收敛于 a 

证先证人 u ) 依测度收敛于 0. 任给〃>0, 


r 


E 


fAr)djr 




/„( jr)dx + 




/„( jr)dx 


tt 




w 


>cr • m({x ： f ^<7) )：>()， 


由 


fl ~>r 

( x)djr - ► 


(h 得 "i ( {i:/"( r) > 心 ）- 


77 


0,即 /: 人 r ) 依测 


暴 
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度收敛于 0. 
设有 


(1 ，工 6 [(/ — 1)/ 是 "/ 々）， 〆 、 

/ ■ } (jc) — ( (0< 了 <1). 

U, xe[(/— i)/m/ 々） 

令 ^(t)= fi k) (x) (n=k(k — l)/2 + i ，々 = 1 ， 2,… ； z* = l ， 2,… ，走）， 
则蚪(工)>0,且当 / I — oo 时，必有 k — oa ， 从而 


n 


<j 


E 


弘 （ JT)djT 


/k 


dx~\/ 々 —0 —cxd ) ， 


D/k 


但已知料 ( x ) 在 [0，1) 中处处不收敛于 0. 

例9 若 ‘ — 0,证明 ：有非 负可测函数列 { … （ x )} 使 


以，1 




心 ( jr ) djr 〈^ o ，但{心(: r ) 丨在 尺中任何一点不收敛于 0. 


E 


证由题设知，存在 / u € N ， 使丨<1/2\6 = 1，2，〜），在有 
界可测集£上作非负可测函数 列：当 《 = 心 时， 

时 ，… ( JT ) =0.则 

t_C> * oo 广 

y%" U ri (^)djr= u n {jc)Ax = m{E) / ， 

_, J £ 一， J 艽 i — i 


故 


cc. 


s 

rt — 1 


a n 

u n (x)dx 

m 

E 


^m{E) ^ \a tli \^m(E) 


k 


k 




?n(E)<oo* 


但显然{心(^)丨在£:上不收敛于 0. 


第二节可测函数的积分 


主要内容 


一、 积分的定义与初等性质 

1 . 设/ '(./) 是尺上的可测函数•若积分 f r (^)dxJ r ( x ) d ^ 

J t ： J E 

中至少一个是有限值，则称 
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r 




E 




f (x)dj：— f 七 (x)dx — 


E 


(x)dx 


E 


为/(工)在£上的积分.当上式右边两个积分值均为有限值时，称 
/( x ) 在 E 上是可积的，或称/(^)是£上的可积函数，£上可积函 


数的全体记做 L (£). [ a ，6] 上的勒贝格积分记做 




b 


f (x)dx. 




E 


|d 


x 


r 




E 


/^ U)d 


JT 


J 


E 


f (:r)dj ： 


在 / Or ) 可测的条件下， /(: r ) 的可积性与 |/( x ) 丨的可积性是等价 
的，且 


f(x)djo 


E 


r 


^ j /(^)| d ^ 


E 


由定义知有下列事实： 

(1) 若/6/.(£)，则/(工)在£:上几乎处处 有限; 


(2 ) 若 £6" ，且 /U) = 0, a. e. ， : rG £， 则 


r 


j (x)dx = 0 


E 


(3) 若 /( x ) 是五上 的可测函数，五）且 |/( x ) 
UG £)， 则 / e / X £), (尽 (工)称为 / Cr ) 的控制函数 •） 


由此可知，若 / GL (£), 且 〆 : r )=/ U ), a . e •，则 


r 


j 


E 


/ ( jr ) d ^ = 




E 


g (^) dx . 因此，改变一个函数在零测集上的值，不会影响该函数 


的可积性与积分值. 

(4) 设 / e / Xir )， 则 lim 

N^-OO J 


!> A T 


|/(jt) |dx = 0. 即 V : r 〉 0, 彐八 ’ 


6 N ， 使 


\t\^N 


\f(x) 1 d ： r 〈 e. 


-积分的线性性质若/，片6 A (£)， r 6 R 1 ，则 


( 1 ) 


( 2 ) 


r 


cf {x)d.7 


f (.r )d.r; 


E 


r 


b 


[7 {x) ^ g (.r) jdx 


r 




E 


j 


F 


g(x)d.r. 


* 
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关于函数的乘积，若 L ( £ ) ， ) 是 E 上的有界可测函数 
时，则 /• 

3. 积分的绝对连续性若/6人 ( £)，则 V e >0,3 在>0,使当 
£中子集 e 的测度 mO )<《 时， 

fCr)dj ： ^ |/(_r) |d‘r<Ce, 

J I J £ 

4. 设 < 乂 = 1，2,…），瓦门&二公 （/ = _;) ■若 /(： r ) 在五= 

0 私 上可积，则 

^ — 1 

⑺ r r 

^ / ( x ) dx = / (, r ) dx . 

I 、 

JK ] J J ^ 

5. 积分变量的平移变换若 /6 MIT )， 则对任意的 >€ R fl ， 
/( x +30 6 L ( R rt )， 且有 


j (x+), 0 )dx 


f(.r)dx 

.n 


二、勒贝格控制收敛定理 

i . 控制收敛定理设 Ae/XE) (々=1，2，〜），且有1匕/*(了) 

Jt，oo 

= /(x)，a.e_ ,xe £. 若存在 £ 上的可积函数 FCr)， 使得 j/*Cx)| 
^F(jr) ^ a* e . £，々 = 1 ，2,…，则 


lim 


r 


k 


f k (x)dx 




f (jr)dx^ 


FCr ) 称为函数列 K ( x )} 的控制 函数. 

2. 逐项积分定理设 /* GM £) U = l ，2, …） • 若有 


E 1叉(^)1心0:、，则2]/^)在£上几乎处处收敛.若记其和 

A =r 1 」 f k -- 1 

函数为 / Or ), 则 /6 L (尺）且有 


^ j f h (x)d.3T — 

1 ^ } 


K 


3. 积分号下求导定理设 /( r 0 ，) 是定义在 EXU 4) 上的函 
数，作为 X 的函数/在£ [:是 可积的，作为 >• 的函数/在 G ，6) 上是 
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可微的 _ 若存在厂€人(£)，使得 


d/ (:r?3；) 


(x,y)eEX(a y b). 


则 


生 


f (jc ^y)djr 

E 


E 


d 


j ( jo jy)dx 


4. 几乎处处收敛函数列的控制收敛定理设{/,」是£上一 
列可测函数, f 是它的控制函数，且是可积的.又设{人}几乎处处 
收敛于可测函数/，则/在£:上必可积，且有 


lim /„(:) dx = 

rt-*-C50j E 


J f(x)dx. 


5. 有界控制收敛定理设;《(£)<00，{人}是£上的一列可 
测函数，且存在常数尺，使得1/„|<尺， a . e . ，《 = 1，2,…，若 {/„} 在 
E 上几乎处处(或依测度）收敛于可测函数/，则有 


r* 


im 


f n (.r)dx — 

E 


f (x)d.r. 

E 


6 .列维定理设{人}是£上可积函数的单调增加序列，且它 
的积分序列有上界，则 (/ j 必然几乎处处收敛于一个可积函数/, 
且有 


lim 

J 


r 


E 


f n (x)dx 




E 


fix ) dx . 


设(人}是£：上可积函数的单调减少序列，且它的积分序列有 
下界，则 {/,} 必然几乎处处收敛于一个可积函数/，且有 


iim 

fl—oc J 


E 


/„(x)d.r 


B 


f{x)dx. 


上节的列维渐升列积分定理是列维定理的特例， 

7_列维定理的级数形式设(〜}是£上一个非负可积函数 


人 广 

序列，且 u rt ( x ) dx < Zoo , 则函数项级数必然几乎处处 

w ~ 1 I 

收敛于£:上的-个可积函数/，且有 


/(x)d.r= ^ 


u n ( j )dx. 
J E 
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8. 法都定理设{人}是£上一列可积函数，若有£:上一可积 


函数力，使得人 a. e . ， ” = 1 ， 2,… ，互有 1] 巫人 ( 了 ) dx<oo , 则 

n—^odj E 

函数 Hm 人是 £ 上的可积函数，且有 


lim / n (^) d : r^lim f n ( jr ) dx . 

rt—►OO 7J—►ooj E % 


设{人}是 £ 上一列可积函数，若有 £ 上一可积函数 / i ， 使得人 


, a. e. , ” = 1 ， 2,…. 且有 lim 人 (:r )djr〉 ~ ⑺ 

ri — coj £ 


，则函数 


n- 争 1 


是£：上的可积函数，且有 


lim /“:r)d，_ 


疑难解析 


1. 用分割方法怎样定义勒贝格积分？ 

答在数学分析中，是用分割方法来定义黎曼积分的，同样可 
以用分割方法来定义勒贝格积分. 

设五是可测集， m (£)< oo ，/ 是定义在£上的可测函数.又设 
/是有界的，即存在有限实数 / l ， B ， 使得 

在[/1，石]中任取一分点组 D : … <_ y „, = S ， 记 d ( D ) = 

maxCj ；* — ， E k = { x ： y k - 任取[: y *〜 1 ，: y *] ，作和式 

k 

m 

5( D ) =2^训(尺），称为 / 在分点组 D 下的一个“勒贝格和”， 

i — 1 

如果存在有限实数5,满足 'lim 5(7))，即 满足 ： v e >0, 

Syoy*^ 

3沒 >0,使得对任何分点组 乃， 当 MDXS 时，必有 |5( D )-5 i < 
6. 这时，称/在£上是勒贝格可积的，并称 S 是/在£上的勒贝格 
积分，记做 

* 广 

S ~ ( L ) / { jr)dx ^ 简记为 /(.r ) d ; r , 

J e J b 

当 时，也记做 （ A ) /(\ r)dr 或 /( x ) d ^. 

\j k 
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用分割方法定义勒贝格积分显然比本节的定义要复杂得多， 
本节的定义是利用两个非负可测函数的积分给出的.因为，若/是 
E 上的可测（实）函数，作函数 /+ = max {/，0}，/-= m a x {-/，0}， 
则/+ 和广 是由/产生的两个非负（实)可测函数，分别称为/的正 

部与负部.当 I * /+ Or ) d : r 和 f 广 （: r ) d : r 分别为有限值时（称/+和 

J E J E 

r 分别勒贝格可积），称/是勒贝格可积，并定义/在£上的勒贝 
格积分为 

^ A- 

/(x)d:r = (x)dx — / " {x)dx. 

J £ J £ J £ 



图 4.1 

2. 在广义黎曼积分中是否有勒贝格积分的绝对可积性？ 

答在勒贝格积分中，若/在£:上可积，则|/| 在瓦 上可积，且 

/( jr)dx ^ j /( x ) | dx . 

J t ： J E 

因为 / 可积 ，广和 / 均可积，故1/1=广+ / 也可积 ，由于 

— 所以 

， /* 

~ i /( x ) / ( jr ) djr ^ |/(^) \ dx * 

J E J E J E 

即 /( x ) d.r < j /( x ) jd ; r . 

J E J £ 

但广义黎曼积分中不存在绝对可积性.如 

—sin , 0< C ^< C 1 » 

fU )^< r J 


0 , 


• r = 0. 


* 
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是广义黎曼可积函数，但 1/1 不是广义黎曼可积的 • 应注意，/在 
[0，1]上的勒贝格积分不存在.用反证法，设/是勒贝格可积，则由 

绝对可积性与 - sin ^ 在^丄， l "! 上黎曼可积，有 

x x n 

a ) fV (:) ld : r > a)P |/ U)|cLr 

^ 0 v 1 it\ 

r】1 ] 

~( R ) — sin — dx - 

J 1/” JC 

即 I / I 不勒贝格可积，因而 / 不勒贝格可积. 

方法、技巧与典型例题分析 

本节的内容比较多，因而题目的类型也比较多.但总的来说， 
真正理解了概念，则解题也不会感到特别的困难•本节主要题型还 
是命题证明，利用本节的定义、定理和性质，并结合以前学过的知 
识来讨论函数的可积性、可积条件及勒贝格积分的有关等式与不 
等式.方法与技巧表现为如何理解命题的条件，用最简捷、最合理 
的方式予以证明.而这决非一日之功，有待于读者通过解题和观察 
例题逐渐领会.本节开始引人了勒贝格积分的一些计算题，读者要 
学会如何选取控制函数并应用控制收敛定理. 

_、可测函数的积分概念 

例1设£是勒贝格可测集，功（£)<00，/是£上的可测函 

OO 

数.证明：/是£:上可积函数的充要条件是其中 

证因为对于可测函数，可积与绝对可积是一致的.设/是非 

负可测函数，则对题设的£*，成立不等式 

* 

在每个&上，/有界，从而可积.由可列可加性知，/在£上可积的 

乂 C 

充要条件是 Y 1 ) tb < 、 _ 由前面的不等式与 m {E) = 

k ----- 0 ^ 

• H2 • 




z>d)， 得 


• m(EkX /(x)djr= 2 (^ + l)wi(£i) 




£ > 


0 


= X ^ m (£,)+ w (£)_ 

*-i 

CO ^ c(_ 

所以 D /(： T ) cLr < oo 等价于 • 7 W (£^)< oo . 

E k k^l 

例 2 设 0,6] 上函数 / 几乎处处具有导数，且 /' 在 [ a ，6] 上有 
界. 证明： 尸是[〜6]上的可积函数. 

证因为/几乎处处有导数，所以/几乎处处连续.对任何实 
数 G 当: r 。 为 U :/> c } 中的点，且/在 x 。 连续时，: r 。 是的 
内点，则 U :/> d 必为某开集与一零集的并，所以是可测集，故/ 
是可测函数. 

考察函数 =”[/0 + 1/ n ) —/( x )]， 其中 /(.z )=/(^) , 

• r 6[>，6+ l )， 则尺是可测函数，且 F „ 几乎处处收敛于/，所以/ 
是可测函数.由于尸有界，所以尸是可积的. 

例3设讲 0 E )< oo , 证明：£上一切有界可测函数必可积 • 

证如疑难解析1，对[儿幻作分点组 D ， 分别称 5( D ) = 

m m 

2) 训(仏)和 S ( D )= U % 为函数/在分点组£>下的大 

* =1 1 

和与小和，并取显然 5<孓 又由 

― D ~ D ~ 

5( D )<5< S <5( D ), 

得 0 一 — f ( Z )) 


1 

令 3(D) = max(>—>])—()， 即证得 *S=l 

k — 

记 *S = 圣 =S ，现证 5 = lim S ( D )_ 因为 ， V e > G ，取占 = 

rt f /'f > *0 

£/["〆£}+!]， 则对任何分点组 D， 当扒 D)<5 时，由上面所证各 



式可得 

\ S (. D )~ S \< S ( D )- S ( D )^( D )? n ( E )< e . 

从而知/是可积的. 

本例的结果 ：测度 有限的可测集£上的一切有界可测函数都 
是勒贝格可积的，是勒贝格积分理论的基本结果之一.对于证明命 
题是十分有用的.上面的例1与例2中实际上都用到了这一结果. 

例 4 若有界函数/0)在集£上勒贝格可积，则函数 
LA . r )] 2 , |/ Cr ) Ul //(. r ) 在 集尺上 是否勒贝格可积？ 

解由题设知，/(1)在£上有界可测.依可测函数的性质 
|/( x ) | 在 集合五 上也有界可测，所以 [/( I )] 2 , |/ Cr ) | 在 
集£上勒贝格可积. 

但是 1// U ) 不一定勒贝格可积.因为即使 1// Cr ) 可测，仍然 
可能〗 //( t ) 无界，也就可能是不可积的.例如（0，1)上的函数 / U ) 
=/，是有界可测函数，但 l //( x )= l / V 在（0，1)上无界，且勒贝 
格不可积. 

例 5 设在[0，1]上有《个可测集尺^仏，…， £„. 如果[0，1]中 
每 - 个点至少属于这 w 个集中的个集，证 明： 仏，£；：，•••，£„中至 
少有一集的测度不小于 g/i 

证用;^记[0，1]中可测集 E , 的特征函数，是有界可测的.对 

n 

任一 [0,1]，由于它属于 y 个 R ， 故有(了)因此 

i 1 

ri r i 

( ^Xe i r )) djr^ qdjr^q. 

J 0 , = 1 1 Jo 

fn ” ^ n ,j 

又 1 dx= V ^ V, m ( E { ) ， 

」 0 r: l i 1 /' I 

n 

所以 ^ m ( E ,) 

/ -1 

n 

从而知，若对 / = 1，2,…，"，均有 "/(&)<(// 心则必有 D 川 （ E f )< 

i ---- 1 

* i ：t 1 • 




9, 与前面所证矛盾.故各瓦中至少有一个满足 M (瓦)>9/1 


例6设/是 [ a , 幻上的勒贝格可积函数，若对 4] ，均有 
7^) d ^ = 0. 证明： /几乎处处等于 0. 

J a 

证 由题设知，取任意区间（《，的0：[〜6]，则 

，/? rfi ra 

f Cr)dx~ f (x)djc — /( x)dx = 0， 

J a J u J d 

因/(了）6人|>，6],由积分连续性 ， V e >0,3 3>0,使得任一 e 

CZ [ U ，6]，当 m (£0〈(5时， 


f { jr)djr < e . 


对任一可测集 £ CU ，6)， 存在开集 G ， 使 £ C ； GCU ，6)， 且 
m ( G \4)<(^， 从而 



J (.r )dx 



f ( x)dx — 

/( jr)dx 

4 ^ 

b ： 



c ‘ 

C\E 


/ 0 )d 




j 


G\E 


<£• 


r* 


由£的任意性知 /(^ r)dx = 0. 特别地 


£ 




/>0 


/(. r ) d.r = 0 , 


/ < 0 } 


f ( x)dx = 0. 


所以， / 几乎处处等于零. 


例7若积分 j jCr )/ Cr ) clr 对任何可积函数/存在， 证明 ： E 
上的可测函数^在£上几乎处处有界. 


证设 m ( E )< oo ， p >0, 否则，可取 E 的一个测度有限的单调 
覆盖，并考察 ui 即可. 

用反证法.设 P 不是几乎处处有界，取 E ,,= U :2"_ l «2 H }， 
则存在无穷序列 《!<〜<>•• ，使得川（£~)>0，々=1，2,….令 

[1/[2、 • "叫）]，托乓， 

K k 

j h ) — ^ … ( k ~ ] ，2,…乂 

0 , 

i 士 I 


• 115 . 




r 


则 


r 


f(x)dx^ y] /( ， )dr= 2 

r^i J e rr ； / ^ 


即/是£上的可积函数.但对任何整数 m ， 有 


片（: t )/( t ) cL 


gtr)f Cr)d 


m 






( E i 


2 、 • 771 ( E , 


1 

2 -j "o 


m 

T ' 


由 m 的任意性，知/ • P 是不可积的，推出矛盾 • 从而^在£上几乎 
处处有界. 

二、勒贝格控制收敛定理及应用 


/• 


例8 证明： 关系式 
敛于0是等价的. 


证由函数^ 


iAi 


E 


1 + I 人 


dx 收敛于零与 A(x) 依测度收 


1_ 


当 .r> — l 时严格单调增加知， 


I/J 


1-H/J 




a 


1 -- 


的充要条件是 l/J>i 故 


I/J 




a 




ix ： \fA>c), 


推知：当„400时，依测度收敛于零的充要条 件是人 ( x) f 

. C M A. t 


测度收敛于零. 


若 


l/J 


dx 


CO 

- —0, 则依上节例8,必有 Y 


l/J 


依测度 


£ 1 + I 人「 … w W 丄 1 "， u 1+l/J 

收敛于零， 从而人 U) 依测度收敛于零.反之，若 ACr) 依测度收敛 


于零，必有式 


又0< 


I/J 


1 + I 人 I 

I L I 


依测度收敛于零. 


1 +iA I 


<1 h = l，2, …），依勒贝格控制收敛定理得 


lim 

” （J h 


I L I 


十 I 人 I 


dx 


Od.r = 0. 


例 9 设 / u) 是 /? 上的非负有界可测函数 ，川 （u : /(xo} 


» 
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a. 证明 ：（ L) 


F 


f (x)dx^ac. 


证因为(人 ）1 / U ) dx >0, 从而 

£ 




f (x)d:r 


E 


j 


X ： / < j } 


j (,r )dx + 




j(x)dx 




> 


j {x)dx^c • m ( {x if (x)^c) )~ca. 

；t ；/( ) 

例 10 设 / 是 R l 上的可测函数，证明 ：对任 何正数 e ， 有 

w( {x ； |/(x) |>e}) 〈 oo* 

证由绝对可积性知，/可积时，1/1也可积，所以 V e >0, 有 


r 


R 


1/(了 ） \ dx ^ 




|/(x) t dx^e * m{{x ： |/(x) |^e}), 


于是 \ f ( x ) I ^ s })< Coo , 

例 11 设 / 是 £： = [〜 幻上的非负可测函数，证 明: 


£ 


[/( 了 ） U 




JC 


E 


[/⑺仏―0 


的充要条件是 lim ” • ? n ({ x ： x ^ [a ,6] ，/ { x)>n 丨 ） = 0, (这里/ 是一 

71-^CiC 

个实函数， W 为任一非负实数- [/L 表示 max(min (/ Cr )， AO ) •即 
在 i / Cr ) l < JV 的点 x 上，其函数值为 /( jt ); 在 |/( x )|> iV 的点 
上，其函数值为 W 或一从） 


证记/« 




£： 


[/;w 


X 




E 


[/Id 


X 


t /> 


([/] 2 «— 打 ） di 


故有 

又有 


l n < 


4/ 






( 2 / 1 一 n)dx — n • ni( {x ：f ^>n }) ? 


h > 


(f>Zn) 

[2r7 • mi{x if ^>2n } )]/2. 


因此， /2 • m ( {. r :/>«}) 时丄- ►()， 而当 I n ^0 时， 2 w • > 

2«})—0. 再注意到 

2n ■ w ( { ， : / > 2«}) X 2/z +1) / 2 • w ( {•?': fZ> 2n + 1 }) ， 

所以又有 
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(2« + l) • ?« ( {.r ： f ^> 2 n ~h 1 } )~^0. 

综上即知，当厂 —0 时，” * mi { xif^>n } ) — 0. 

例 12 设/是 [ a ，6] 上的可积函数. 证明： 对任何 e >0, 存在 
1>，6]上的连续函数9^_3：)，使得 

|/(a ) 一 9?(.r) |dx<Ce. 

•j if 


证对有 




I/Cr ) — [/],, (jr)dTj< 




a 


-r ： \ 


(i/C 


r 


n)dx 


<2 

J ；T： \f\>n\ 


/( JT ) I dx , 


由可积函数的积分连续性 ， V e >0,3 d > 0 rMm { e )< d 时，有 


1/Cr) |<e/4. 

J e 


因为 Pi U: 1 / 1 >«} = 0 ，所以存在 ^ ，使得说 （ {1 : \f\>N}) 

n — \ 

〈汐 • 对于 [/]w ， 利用鲁金定理，取，办 ] ，使饥（ {1: [/],V^^})< 
e/(4iV )， 且 |^x)|<7V. 这样，有 


I [/]n (: r) — fix) |djr 
J ci 





I Lf^N(j )—<p(jr) |dx 


综上即得 


《 2N • m ({x ： [/] N ^^} )<e/2- 


m 6 

\f(jr) — \djr 


n 


J d 


[/lv(.r) jdr+ f 


J a 


[/]〆，）tdx 


r 


<2 


U fl>N 


J\x) |cLr+ 4<2 • + + ’ 




e. 


例 13 设 / 是 U —+ 扪上的可积函数.证明 


r " 


lim 

/( ► u. 


I / (.r + h ) — j Lt) jd;/~ 0. 




证 v €> o ,3 利用上例结果，取幻，使得 

3 18 - 




J 




€ 


a 


3 




再由9^在[^ —心6 +幻上的一致连续性，可选取适当的 V >0 (7< 
占），使得当 |/ H <7 时，有丨 〆 x + A )— f ( jr ) |< e /[3 Q — a)]，V 
[ a ，6]_ 这样，当 | A |<7 时，有 


rh 


a 


j (x + h) —/ (x) jdx 


< 




rb 


a 


rb 


I f (x-^~h) — <p(x - {~h) jdx 十 十 /z) — <p(jr) \ 


a 


rb 


a 


\<p(x)—f(x) |dx 


〈 e/ 3 + e/3 + e/3 = e. 


即 


n 


lira 

A-、0 J 


|/Cr + /z) — /(x) |dx = 0* 


a 




例 14 设 / 是 [〜 6] 上的可积函数，且 />0_ 记 r 

{ E ： EClia , b ^,? n ( E )> q }. 证明： 


inf 


f ( x ) dx ： E^r >0. 


E 


r 


证因为/〉0,显然 inf / Cr)djr :£0 - >0 


E 


用反证法.设1"确界为零，则对任何 6 GN ， 存在使得 






j (x)d:r<Cl/2\ 


cc 


记 £^ = lim £ i ， 则 m ( E f) ) = \ im ? n ( U ^ k ) 对任何 《 ，有 

h-*- . • 




h' 


►CXI 


L.X-1 


h - ■ ft 


:x. 




UK 


f di < S . f ^ r < s 


k 


n 


ti v h k 


— l ， 


n 


令 n 


，得 


E 


/dr = 0, 与 m (£ G )>0 及 />0 矛盾, 


0 


例 15 设川 （£')0: ， / Cr ) 是 £ 上非负可测函数， 


{/ U ') 


(/ (:厂），当/(了)<” 时， 

”， 当厂）分， 
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r 


证明： Hm {/( j :) } w djr = /( x ) clr . 

n — 。oj £ J E 

证令入(了 ）={/<： r )} n ， 则 / iUXACrXmg 人(: r )< …， 
且 Um /„ Or )=/ CrX 因为对 每个〃 ，人 U ) 是有界非负可测函数，则 

J? 4 00 

依有界控制收敛定理，有 

lim [ f fi ( j ：) dj ：= f ( x ) dx ^ 


则 lim {/ (jo) }„ dx = f ( x ) dx . 

n *or^J E J E 

注意 本例中 W (£)< 00 . 但是，在 W (£)= 00 时，勒贝格控制 
收敛定理与列维定理依然成立，故仍可利用它们来证明命题. 

例 16 设/是匕， 6 ]上的可测函数 w > l . 证明： 若对任何满足 
l / il 9 可积的可测函数 A ， 介 都可积，则 I / K 必可积 （ P 满足 1 /户十 
l / g = l ) - 


证用反证法•设 


|/ Cr ) Kd : r = oo , 则显然存在一列单调增 


加的自然数 使得 
<|/| ^<^ 41 } ，构造 


( 


|/( x ) Kdx^L 记 £„= { j ：: 


n k 


义十 


h (jr) 


|/( x ) l signf ( j ：) 


0, 




k 


1 /(^:) \ p djr 


工 d， 

xeUE^ 


则有 


\ h ( x ) l^d 


r* 


u 


2 L i 方⑺卜 d . 




k 


|/( x ) 


k q 




|/( x ) |Mx 


E 


k 


j /( x ) \ p dx 


<s 


k 




¥ 


CX ； 


即 A 卜可积.但是 


% 
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參 



( fh ) ( jo ) djo = 2 




J 


E, 


k 




\ fix ) |Mx 

I 

|/( JT ) \ p dx 


2 


k 


k 


知办不可积，得出矛盾. 

例17设/是£:上的非负可积函数，对任何《€^，讲（{：1： : /> 
n })>0. 证明： 存在可积函数发， 使介 不可积. 

oo 

证记 £ fl = U:”</<n + l }_ 因为对(仏）>0,故 

k = n 

必能取得一列单调增加的子列 { mK ^ GN ), 使 m (仏^>0.作 


犮（ I ) 


1/[々 2 汝（£、）]， Jo ^ E njt , 


0, 


^6 U £« 


(是=1，2,…）， 


k 




于是4为可积函数，且 


£ 


g { jr ) dx = Yj H ， 但是 


Jr 


k 




SJ £ fs ^>XI 岩 >2 

k ^ \ k k m 


k 


例 18 设/是£上的有界可测函数，且存在 M >0,«<1， 使得 
对任何 A >0, 有 m ( U : ： re £，|/ Or ) \> X })< M / X \ 证明 ： /是五上 
的可积函数. 

证因为1/丨<上（常数）， m ({ x : 丨 /( x ) |>1})< M ， 所以 


{x ： 1/1 >1 } 


|/| dx < L - M . 故只需证 


u ： 1/|<1) 


!/|凸<00即可.由 


S 




r 


X ： 


+ 1 


< I / I < T ^ } 


1 , i/|dx 


oo f ^ 

<SI 

%/ 


：!/!> 


+ 1 




: l / l > i } 


7 dx 






ldx + 


：!/!>!} 



1 o 

； X ： 1/01/2) 

l 2 


dx 



U : I/I >1/3： 


2 


d : r + … 



ld^r 


i/!>l 


^ 1 M 

f frf ^+ 1) (n + 1) 
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^({x ： i/i>i})+a/5] 


frl 十 1) 


\ Q 


<oo 4 


从而知/是£上的可积函数. 




例 19 设发0*：)是£上的可测函数，若对任意的 / GL (£)， 都有 

•证明：除一 个零测集外，是有界函数. 

证用反证法，设结论不成立，则必有认}，九 GN ， 使得 


m 


( { x ： ki ^\ g ( jc ) |<( +1 })= m (£ t )>0 ，f = l ，2, 


* « * 


作函数 


sgn g ( x ) 


/( x )=^ 


1 + 0 / 2 ) 




m{Ei) 


0, 


， x ^ E iy 






1 ，2,…）， 


因为 




E 


\ f ( x ) \dx — 2 |/( x ) \dx 

i*- 

: — 1 J tL 


石 ^ +(1/2) - m(E ( ) 


m(Ei)<Zoo ， 


所以， /6 ZX £：)， 但是 




f ( j ：) g ( x ) dx ^ 2 

五 T 


k t 


n - a /2) 




m { Ei ) 


m{Ei) — oo m 


即 / •发 ei (£), 与假设矛盾 • 


例 20 用依测度收敛代替几乎处处收敛证明勒贝格控制收敛 
定理. 

证 注意到： i /( x ) 丨，|/*0)丨 <厂(《3 ：)， A = l ，2， 

则 V e >0 与 < J >0,3 iV 与^>0,使得当是 >八\,爪0)<5时，有 


• * • 




\ fk ( x ) — f ( j ：) | dr < e /3, 


r 


1 1 


J 


£\ B (0* A T ) 


\ fk ( jr )— f ( x ) \ dx < Ce /3 j 


m { e f )= m ({ x ^ EC \ B (0, N ) ： \ f k ( x )— f ( x ) |> a })<5. 


所以 




E 


\ Jkijr ) — f ( j ") |dx =7| 


| d:r 


參 
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I' 




|/jt(x)—/(jr) \dx 


<e/3 + e/3 + e/3 = e. 

例 21 设饥(£：)<00,{/„(>)}是£上的一列非负可测函数，且 
f … ， Um /„( x ) = /( x ) ， a , e * • 证 明：当 {/ „( x ) } 中至 


n 




r 


少已知一个为可积时，有 /( x ) d ^ = lim fAx ) dx . 

J E rt^ooj £ 

证设 // Ad 为可积函数，{人0)}在£上处处收敛于 / U )， 
考虑函数列 


/jv(x)^/^ +1 (■!：)>_•>///+„ (X )> …， 


令 


g rt (x) = f n(sc) — f^ n = l ，2, 




则心 (工)是 E 上的非负可测函数列，且 


(工）<茗2(了）< … （工 X .“ ， 


① 


故 


lim 

rt-’OOj 


E 


(/"(•r) —/w+„(x) )dLr 


j 


r* 


E 


(/jv(^) —fix 、 )djr. 


因为 / vU ) 可积及由式①知 /( T ) 可积，所以 


r 




E 


/尺（ : r)dLr<oo, 


E 


/(x)djr<oo 




故由式②消去 I / Ax ) 后，即得 

E 


n 


lim 


n 




E 


fw^n(jo)dx= f (jc)dx^ 


E 




即 


lim 


fl- 


r ^i 


E 


/«( x ) dx = /( jr ) dx - 


f* 


E 


例 22 设 A ， A ， …都是 £ 上的非负可积函数，且{人}在£:上 


依测度收敛于 /，lim 


«■ 


r 


£ 


f n (x)dx 


E 


/( JT ) do ： •证明：对£的任何可 


测子集4，均有 lim 


tv 


r 


A 


f n (x)dx 




A 


f (JT)clx. 


证考察函数列 {(/ 一 /*)+ h 由于 / 与 /, 都是非负函数，故 
(/-/>) + U )</ Cr )，. r 6 £. 因此/ 是 {(/—/*)+ } 的控制函数•因 
为{人丨在£上依测度收敛于/，所以 {(/— 人）+}在£：上依测度收敛 
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于 0. 于是，由控制收敛定理得 


lim 


E 


(/—/*)+ (:r)(ir = 0. 


r 


再利用 lim 


k 




E 


/ i ( x)dx 




r 


E 


f ( jr ) dx , 得 lim 




E 


(jc)dx — 0 


由于乂 〔£，{(/—/ A )+} 与 {(/-/01 都是非负函数列，故有 


r 


0< 






(/—/J 士（ : r)dr< (f—fk) ± (x)dx^0y 

A J £ 


r 


从而 lim 

k-^oo 


mi 


(f—fk) (x)dx 


A 


lim 




r 




A 


(/一 / jt ) + ( x)dx 一 lim 






(/—/*) 一 (^:)dx = 0 - 


例 23 计算积分与 极限: 


(1) lima) 


m- 


mx 


o 




sinmjrdjr; 


( 2 ) 


ln ( l —^ 


0 


X 


dx ； 


(3) lim ( L ) 


n- 


n 


x 


o 


l+n 2 x : 


dx ； 


(4) lim ( L ) 


dx 


0 {\^rx/nYx Vn 

解计算勒贝格积分和勒贝格积分的极限，通常要用到勒贝 
格控制收敛定理与列维定理，关键是找出相应的收敛函数. 


(1) 因为九 Cx ) 


mx 


sinmx ( m —^ oo ) 在[0, 1] 上处处收 


l + m 2 t 

敛于0,又因为 （1— mx ) 2 = 1 — 2 wx + m 2 x 2 > 0，所以 1 + m z x z ^ 


2 wi ， 且 


mx 


l + w 2 x: 


sinmx 




mx 


1 + m 2 : r : 




mx 

2mx 


依勒贝格控制收敛定理，有 


lim ( L ) 


fl—►oo 


?nx 




o 1 + m 2 : r : 


sin/wjrdx 


n 


0 dr = 0, 


0 


(2) 因为，当 0< Cr < l 时，有 


In (1 — x ) 


JC 


x 


2 


n 


x 

n 


ii 


2 


x 


n ~-] 


n - 


n 
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令 “„( x ) = : r rt _1 / n ，则 


ln(l 一 jt ) 


x 


2^u n (jr). 


n 


由于心是 [0，1] 上非负可积函数，且 




0 




2 u n ( x ) dx < Coo 9 由列维定理知 t A 是可积的，有 

n= 1」 0 n~\ 


n 


0 


y^ J u fi (x)dx— /] 


广 l 


n 


n— 1 


u n ( x ) djc . 


o 


即^ ^ 可积，且有 


X 


ln ( l — x ) 


0 


x 


dx = — 2 


u n ix)dx 


n 


V 


0 


S A- 

T^i n 


(3) fAx)=n / r /( l + ir 2 ) 是 (0，1) 上的连续函数，且为非 
负可测函数列.因为 l + n 2 ; r 2 >2 n ; r ， 所以 |/„( x )|< l /(2/ r )， 令 
F 0 r ) = l /(2 /^)，则 F ( x ) 是(0，1)上的一个非负可测函数，由于 


(L) 


n 


j 


0 


F { x)dx — lim ( L ) 

" 寸 <?o 


/ _ _ _ - 

0 1 2 ^ ^ N 


dj ： 



_ 

•1/ UN Z ) 

「1 1 

lim 


Ndx + 

dx 

A J 

N-^-OO 

■ J 

0 * 

i /“ jv 2 >2 J x J 




1， 


所以 FCr ) 在 (0，1) 上勒贝格可积，故由勒贝格控制收敛定理得 


lima) 


n- 


0 


nvx 
l + n 2 x 2 


dx = ( L ) 


1 Y}kTV 

lim —~2~ idx = CL ) 

0 n-^co 1 ~71 JC 


0 dx =0. 


x ^ l/ \ 显然， lim / rt (: r)=e T . 寻找 


J|-*CC 


(4) 取人 0 r )= 1 + - 

n 

( Ai 的控制函数，可知 

在 (0，1) 上，|人(_2：)|<1/%/^， n ^2. 

在（1，的）上， |/” Cr ) l <( l + j ： Ai )-"<( l + jr /2) _2 , «>2. 

而 i // r 与（ 1 +^/ 2 广 2 分别是 ( o , i ) 与 [ i ， co ) 上的可积函数，可以 
作为 {/Jr 的控制函数.于是，令 
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F(x) 


1/ ， 


0<x<l ， 


(1 +:/2) 2 ， l^x<oo t 

则 /„ 和， 均为 （0，° o ) 上的可积函数，且当 《>2 时，有 |/„(： r )|< 
FU ), 从而依勒贝格控制收敛定理，有 


lim 


f n ix)dx = 


0 


lim f ^ ix^dx 




0 n- 


1 


0 


例 24 计算下列 极限: 


(1) lim 


n—o^yj 


n 


0 


1 + 


X 


n 


e ^ u dx ； 


(2) lim 


n 


0 


1 +WJC 
( 1 + 0 ：) 


ndjT ； 


(3) lim 


rt- 




n z xe 


a 


l+ ： r: 


dx ， a >0_ 


解首先是找出控制函数，然后利用控制收敛定理求解. 


( 1 ) 


"n 

、 + 畔 d = 

_oo 

f x 

,1+- 

Jo 

i n 1 」 

a 1 

i n 


rt e ^ cU ， 而对任 


x 


n 


何1+ — e 〜 2 jr < e -' 故由控制收敛定理，得 

71 


lim 


n- 






0 


X 


n 


1+ 7' n 


f" Cn? 


e — J dr=L 


0 


(2) 


广 i 


1 + nx 


, … ^„dsc = — 

o (1 + 工） n 


i -J-/ 

/ [ o ，《]7 TTT 7 T^dr 当 f>l 时，若 


o 


(1 +,/ w ) 


3 ，则 （1 ^ t / nT ^ t 3 /27 ，作控制函数 


Fit ) 


1+ t ， 


0«1， 


27( l + OA 3 ， t > l . 


1 十， 


由于 = 故由控制收敛定理，得 


lim 

rt—OOj 


1 1 +nx 

0 (1 + X ) n 


dx =0. 


(3) 当 a >0 时， 

^ / i 2 xe " 


t/ 


n 


1 + X : 


dx 


ue 


an 


1+“ V ” 


du 


的 y ue ~ u2 

0 尤一 4+ U 2 / 户， 


对任何 n ， 


- u 

/ ue / _ n t 

Z “ w) Y~^u^7n~ 2< ^ Ue ， 


# 
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lim ^ 


ue 


u 




n- 






0, 


故知控制收敛定理得 lim 


n 2 xe~ n2xZ 


sr 1 +X y 

当 a = o , 依控制收敛定理，有 


dx = 0 (<2>0), 




lim 


n 




0 


n l xe~ n xl 
1 十 i 2 


dx = lim 


f*oo 〜士 u 

ue 


«■ 




0 l^~u 2 /n 


du 




ue 


u 


du 


o 


例 25 证明下列 等式: 


⑴ a) 






0 


1 —x 


dx = 2 ([) 


x n ^ l dx ； 


n 


0 


(2) lim 


n- 




°° ln ' U + ；2) e^cosxdx = 0 ， 户 >0; 

ti 


(3) lim 

fl-^OO J 


0 
广 k 

0 


sin n j ： dx=0. 


证 （1) 因为在 （0，1) 上有 


1 —— x 




且 士 

«=i 1 


x 


M n ■- 1 

x 


，2 ，…都是非负可测 _ 由勒贝格逐项积分定理，有 


a) 


0 1 — J 0 


dx 




2 CL ) J x ”- Mx . 


(2) 取 iV 6 N ， 使得当 n >7 V 时， ln ^ Cn ，则 


ln ' ( " + w ) e - cos ^ 

n 


/W + x \n p {x~\-n) _ r 
^ - * - ； - e 


n 


x^rti 


n ~hx 

<^ £ e -<( l + x ) e ^ 


x 


取 （1 +: r ) e -' 为控制函数，由 lim — 


n- 


n 


0,依勒贝格 


控制收敛定理得 


lim 


rt* 


■v 


"-' (X + /l) e- J cos^dx 
o n 


0 dx = 0, 


0 


<3) 因为在 [0,7 t ] 上， | si n ”： H < l ， 除 z = 外， sin \ r ^ 


0. 


故依控制收敛定理，得 
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lim 




/V 


sin rt xdj " 




Hmsin n xdx = 0, 


例 26 设£是实直线上的可测集，饥(五）=1，/是五上的实值 


可积 函数. 证明 ： f / U ) dx =0 的充要条件是对任何复数 h 






证对复值函数/，若 Re / 与 Im / 均在£上可积，则/在£上 


可积，且有 


r 








tj 


( Re /) ( jr ) d : r+i 


(Im /) (x)dx, 


必要性因为，若 / Cr ) cb : = 0, 则 




|dx ^ 




(1+ 之 /( 工） d. 




1+2 


mi 


f{x)dx 


* 


充分性设2 =代、「>0,则 W + zfix ) | cLr > l 等价于 


j 


[| 1+ re ^/(^)|- l]/r • dx >0 -由计算得知，对任何 r >0 及复 




数？，有 


1 1+4 1 —1 2Re(() +H H 


2 


所以 


r — [1+rCi+l ^ 

U+reVCx)!-! 二 Re (e "⑴) 
2r 

|(| l+re ,i9 /(j：) I — l)/r|^ 1/( 了） 1 ， 


lim 


则由控制收敛定理，得 


Re e j 


广 

f(jc)djr) = Re(e [d fU))^ 

I J E 


= lim 


0 




(|l + re i V(x)|-l)/(2r) - dLr>0. 


适当选取心使 e 


id 


J (jr)dx 


/ Cx)d 


，故一 


r 


/( jr)dx 


>0, 


鲁 
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从而知必有 




J /(x)dx = 0. 

例 27 设 /( U ) 是矩形上的二元 
函数，对固定的<6|>，«，/01：，0是勒贝格可积函数.如果几乎对 
所有的: r ， 函数 / Cr ， f ) 对 f 有偏导数，且有 [ a ，6] 上的勒贝格可积函 
数 FU ) 存在，使 

I [/( x ,^— A )— / O , 30]//i |< FO ).， a . e .. 

证明 ：任取 一列不为零的心― 0 ,使得则当时， 
对1>，6]中 几乎所 有的: T ， 都有 




由题设条件与逐项积分定理，得 


lim 


rt 


4/ 


h 


二 [/(:，, + A n )—/(: ，， )]dx= f ^-/(x,r)djc, 

n J a d t 


即 


d 


n 


fix^Odx 


a 


、b 


a 


d 


d 


f ix^Odx* 


例 28 设 / 是（一 


) 上的勒贝格可测函数，作函数 7 u ) 




f / Cddx . 证明： /是 （一 oo ， TO ) 上的连续函数，且有 


fM 


d _ 

da 




e tftr -l 


/ Cr ) cLr ， 


这里的 / 即 / 的傅里叶 ( Fourier ) 变换_ 

_ 1 

证记尸0,0) = ——/( X )，定义于 （_ oo , oo ) X ( — 00, 

oo )， 对固定的关于: r 可测，且产关于连续，当时， 
F (: rV )-^ Cr ， a ), 又有 | FCr ， a ) | = I / U ) 丨，所以 |/| 可以作为 

FCr ，《) 的控制函数.依控制收敛定理知， /0 )=P FCr , a ) cLr 是 

J ^ - oo 

o 的连续函数- 

又 F 满足例28的条件，即有 
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h 


[尸 （: r ， a +/0— 尸 （ jr , a )] 


h 


_ j e iaar — | - 

* * 

fix ) 

_ \x ix 一 



[ e ^—1 
\xh I 


1 /(工 ） I 


2 sin 0/ i /2) I 

xh 


|/( x ) |/ Cr ) |. 


由例 28 结论知，关于 〃 的微分号可以与积分号交换次序，即 


d 

da . 


f^s 


e 


lax 




1 


IX 


f ( x)dx 


6_ 

da 


{ e ⑽ 一1 


IX 


f ( x)dx 


e iaj /( x ) dx = / ( a )* 


rT 


V 


0 


例 29 设 / 是 （0， co ) 上周期为： r 的可测函数，且满足 A 
\/( jo ) | d : r < oo . 证明 ： 对几乎所有的 j ：， lim *\/( m ) =()• 

rt— 00 71 

证记〜 U )=/( m )/ n 2 , 由/的周期性，得 


CT 


J 0 |u„(.)|dx=^ j 


J/( M x)|dx=i 






nT 


0 


|/( x ) \dx = A/n 


因此， 2 \ u n { x ) | da : 00 . 依列维定理，对几乎所有的 x ， 

fi J u 


2 |〜 Cr ) l 收敛 _ 特别地，对几乎所有的工， lim 以： r) = 0, 即 

n^i ” 斗 °° 

lim /( nj ：)/ n 2 = 0. 


rt- 


例 30 设{人}，{^}是£上的两个可测函数列，且满足：|人| 
^ g n » a . e . (n = 1，2, •••） ； lim/rt =/， a . e . ； V \ mg n = a . e ,; 


n- 


n- 


lim 


n 






£ 


g rt ( x ) dx = 君 ( j ：) dx 〈⑺，证明： 

J E 


lim 




r 


t 


f n ( x ) dx — f ( x)dx 




E 


证因为（发 一发 J + ，（发 一+ — 0， a , e . ，依控制收敛定 




理，有 lim (g — g ri ) 4 djr = 0,利用 lim (发 一 仏 ） d、r = 0,所以 

/J + CO J 也 71-^00 J £； 
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攀 


4 






lim 


r 


E 


(g—gn)^dx = 0. 于是 lim \g—g n \dx=0. 


r 


V e >0, 取£。匚£ ( m (£ 0 )< oo )， 使 k | d : r < e /2, 从而对 




£\£ 0 


充分大的”， UW 慣職_<叫五。 [ 


r 


& CLE ， 使得 UJdxCe 对一切 n 都成 立. 因为 |/„|<々， a . e . ， 


E\E, 


所以有 






E \ E l 


l/Jdx<e, 




£\£ 1 


|/| dx < e . 


由于 mG ^ Xco , 且由几乎处处收敛可知 {&} 按测度收 


r 


敛.又 lim 






(心~发) ( 1：1： = 0，故知{&}的积分等度绝对连续，并知 


{人}的积分等度绝对连续.又由{人}按测度收敛于/，则由例32 




知， lim ( f n - f)dx = 0 . 综上所述，得 


V 


r 


lim 


E 


( f n ~ f ) dx = 0 . 


注 V e > 0,3 5>0,使得当 mO )<3 时，有 




<e ， 




1 , 2 , 


• 攀 ■ 


称为函数列 {/ d 的积分等度绝对连续 - 

例31设/\，/ 2 , …是 测度有限的集£：上的非负可积函数，且 
{人}依测度收敛于 /. 证明： 


r 


lim 


r 




E 


f,d 


X 


f ( x)dx 


的充要条 件是 : V e >0,3 ^>0,使得对一切满足的可测 


子集 eCI £， 有 


f n ( x)dx 


^ = 1，2， 


■ * • 


证必要性由 （/— 人）+ </及{(/_人）”依测度收敛于 


()，则依控制收敛定理知 ， lim (/— A) + dx = 0. 由 lim 
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0知 ， lim 


ft 


r 


E 


(/—/«) ' (ir = 0, 从而 lim 


71 


E 


j /—/ Jdx =0 - V e >0, 


取占>0,使得当 m ( e )<3 时，有 


fdx 


e 


< e /2 .再取 iV 6 N ， 使得当 n 


>N 时，有 \ f — f n \ dx < e /2. 于是，当 时，有 




E 


/ n dx 




fdx 


€ 


r 


(/ — / fl)dx 


< Ce/2 + 


j 


E 


\f—f n \dx<e. 


充分性对 e >0, 取 tJ = e /(3 m (£)) ; 取5>0,使得当 m ⑴ <5 


时，有 


|/ Ke /3, 


V 


|/| dr < e /3; 再取7^€1使 时， 


m ( { x ： |/„— -这时有 


(/«—/)d 


x 


E 


r 


< 


{^： I ^ / I 


j /„ —/|dx + 


{ x , 1/^/1^} 


iA -/| d ^ 


< C<J • m (£) + 


( l /」+ l / l ) cLr < e _ 


{x ： !/ n — 

例 32 设 {£ U 是 [ a ，6] 的一列可列子集， m (£ J >》>0 


(n = l ，2, …）， U ] 是一列实数，满足 ( J ：)< oo ， a . e … 证明： 

rt —] 

oo 

证由题设知，0，幻\? | 〜是零集，记 F , 

n=1 k=i 

oo 

= { x ：2 •取 WGN ， 使得 m (0,6]\ n )<〜2, 则 

l 

由知，对一切々， m (尺门/^)>谷 /2 •故 依列维定理，有 


n % m 


j 


F 


/] \a n \ XE k (^)djr 


2 l a * I 

[i 乙 i ■一 i 


# 
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所以， 2 M < oo , 

A = 1 

例 33 设{人}依测度收敛于/，{人}非负可测. 证明： 

， 广 

f (j")dx^lim f n (x)dx. 

J E n-^ooJ E 

证设 lim •若 /( jr ) dx>lim /( x ) d : r ， 则存在汐 

k~*-ooJ E J £ ft—►ooj E 

>0 和一列单调增加的使得对任何的 h 有 

' 广 

f n ( jc ) dx <. /(_ r ) dx — 汐， 

J £ J £ 

但由题设知，{人,}依测度收敛于/，故存在几乎处处收敛于/的子 
列 {/<}. 由法都定理得 

* r r 

/U)dx<lim /v(x)dx< /(ddd 

推出矛盾. 

注事实上，在 / n dr < oo 时，可以取一列自然数{„*}，使 

* 

得人 Cr ) cLr <々< cx 3，々= l ,2，“_, 再取 {/ j 的一列几乎处处收敛 

J E k k 

于/的子列 {/< }，则依法都定理，有 


/ d . 


\ 

lim /„ dx^lnn dr 《是 < oo. 

k-^ooj E 


第三节可积函数与连续函数 


主要内容 

1 . 若 / ezx £) ，则对任给的 e >0, 存在 R " 上具有紧支集的连 
续函数 g ( o ：)， 使得 

r 

\J\jt) —g(x) |d:r<e. 

J £ 

2 . 若 / ei ( R ”）， 则有（平均连续性） 
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lim |/(x+A) —/(jt) |dx=0- 

J R" 

3 -若 /€ ZX £)， 则存在具有紧支集的阶跃函数列 { p „ u ) 丨，使得 

(1) lim 钭 （ jc) =/0) ， a. e, , : r6£; 

rt-^oo 

* 

(2) lim \fix)—(p n {x) tdx = 0, 

n-^ooj E 

疑难解析 

可积函数与连续函数有何关系？ 

答由主要内容1知，若/€乙(五），则 V e >0,/ Cz ) 可以分解 
为一个 R " 上具有紧支集的连续函数义(: r ) 与一个其绝对值在 E 上 
的积分小于 e 的函数 / 2 ( x ) 之和，即 

/( j :)=^( x ) + [/( x )—^( x )3—/ 1 ( x )+/ 2 ( j :) » x ^ E . 

因此，在证明命题时可利用这一性质，将一个积分分解为一个 
连续的积分与一个等于零的积分之和. 

方法、技巧与典型例题分析 

在证明命题时，利用可积函数与连续函数关系，以及阶跃函数 
列是十分有效的.同时，平均连续性的使用，也可使证明变得简明. 
例1 SECIR ” 是有界可测集，证 明： 

lim m(Ef\(E-\- 

|A I -^oo 

证考察特征函数 hG ). 因为对 

( T ) ~ Xe (^ — 九）， 

尤 £ n (£ n < M ) (工 ） = h ( 工 —△) • Xe { x ). 

故得 m(EC\(E^r {h}))= Xe^oc) * XEioc—h)dx. 

J R n 

* 广 

因为 m{E)— XE(x)dx= zKaOdj ：， 

J J R n 

所以 | m (£ fU £：+{ A }))— m (£)| 

^ I I \Xe(^z — h) — Xe(^) |d-r 
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R 


n 


|%£( x — A ) —% £ ( x ) | do :* 


依可积函数的平均连续性知，上式右边当 IM — O 时趋于零. 

例 2 SU n Cr )} 是 [ a ，6] 上的可测函数列且 满足： 

(1) | g „(: r )|< M ， x ^： [ a ,6], n = l ，2, …； 

(2) 对任意的 c €[ aj ]， 有 limf ^ (: r)dx = 0, 证 明：对 任意的 / 


n ， 


v 


a 




lim 


ir 


n 


f ( jc ) g n ( x)dx — Q . 


a 


证 V e >0 , 作阶跃函数使得 


n 




\ fCjo )—< p ( x ) | dxO /2 M . 


a 


可以设 〆 x ) 在 [ a ，6] 上的表示式为 


p 


< p ( x )= ( x ) ， [ a ，&)• 


其中 因为 


n 


< p ( x ) g n ( x)dx 


a 


p 


<S 






yi g n { x)dx 


x 


f—1 


又由题设知，存在《。，当 n ^ n 0 时，上式右边小于 e /2, 所以 


广 6 


< p ( x ) g ri ( x)dx 


a 


< e /2 .而当。时，有 


rb 


f ( r ) g n ( x)dx 


a 


< 


rb 


[/ (x)— 沪 ( 工）]尽 „(x)cLr 


a 


Cb 


< p ( x ) g ri ( x)dx 


u 


<M 


rb 


a 


e 


\ f ( x ) — < p ( x ) |dx + —< e * 


例 3 设 /( t ) 在 （一 


) 上可积，证明 


lim 

方 - >0 , 


t/(:r + /i) — f (x) |dx = 0. 


CO 


证因为 / Cr ) 勒贝格可积，所以 v S>0,3 使得 
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e 


|/( 工） |dx<—, 


— f V 1 1 ~■ 


〜 +1) 

于是，当叫 <1 时，有 




CJV Q ~ L-m 


|/(x) |dx< 音 . 


(- 


N. 


|/(:c + /i) —/(x) jd 


x 




< 




N, 


\f(x-\~h) |dj ： + 




(- 


!/(x)idx<| + | = { 


0 


类似有 


(/ v 


|/(:r + /0 —/(:) 


因为 /( x ) 在[―队+ 1，队+ 1]上可积，则由主要内容 1 知，存 
在连续函数 & U )， 使得 

_i 

\fix) 一 gix) |dx<I—- 

- [-％ - 1， W 0 +1] 0 

又由 gOr ) 在 [—； V 。一 1，爪+ 1]上的一致连续性，存在0<占<1，使 
得当时，对一切 — AT q ， N 。] 有 

|g(x+/i)— 发（了） \<it/ (12N 0 )- 

e 


于是 


从而 




茗 （ x+ 々） *— i g ■(: r) |dx^ 


e 


1-n 0 .n 0 ^12N 0 


djr 


卜 


l/Or+A) —/ (x) |dx 






[— Vo ] 


\f (x-\-h)—gix-\-h) |dx 






lg(x+/i)—,g*(x) Idx 


I 

\.g(x)—f(x) |dx<C — 
[- Vo ] 6 

这样一来，当 lAlCMOCSCI ) 时，就有 



± + A 
6 6 


e 

2^ 


roc 


|/(X + /l) —f(x) Idx 


CO 




K 


o 


{fix^rh) — f (x) I dx 


N 




N 


I/(x + A) — fix) |dx 


0 


oo 


\fix~\~h ) —fix) |cLr 〈丁十备 + ~ = ^ 

n, 4 Z 4 


0 


« 


166 


# 




即 


roc 


lim 


|/( 工十 " ）一 fix) |dj ： = 0. 


例 4 设在康托尔闭集尸。上定义函数 /( x ) 为零，而在中长 
为 1/3" 的构成区间上定义 / Cr ) S « (« = 1，2,…）. 证明： /是可积 
函数，并求积分值. 

证 令匕为 中长为 1/3" 的各开区间之并 U = l ，2, …），则 


f n {x) = 


z ， X^€i ^ ^ — 1 ^ 2 ? 


• » « 


n 


n 


o ，工 G [0, l]— ， 


则简单函数列 { AUM 满足 


0</i( ： rX/ 2 (xX 〜 </„(xX “*， 

=/( x ) ^ [0,1]. 


由勒贝格控制收敛定理得 


r 


[ 0 , 1 ] 


f (x)dx =lim 


[ 0 . 1 ] 


f n (x)dx 


n 


lim ^ i 


即 / 是勒贝格可积函数，积分值为 3. 
例 S 设 / Or )>0 为可测函数，令 




-1 




3, 


{/<>)}« = 


fix) , f{x)^n , 
0 ， /(x) 〉 n. 


证 明：当 / Or ) 几乎处处有限时，有 


lim 




E 


{/(jo) } n dx 


E 


/( x ) dx . 


证记 4 = { x：/=oo } ，则州（>1) = 0_于是 


r 


f {x)dx — 0 ^ 






{/(JT) } fi djr=0 


A 


r 


从而 


lim 


r 


{/(i) } rl dx 


A 


f (jr)djr. 


A 


3, 
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在£\4 上，令 


U n { x ) 


/ O ) ， 






0，其他 


(w = l ，2, …）. 


于是 


{/(，） h = 2 w *(:) ，/(工) = 2汉*(工), 


则依列维定理的级数形式，得 


E\A 


f ( x ) d:r 


00 r 

y 


Wi ( x)dx 


lim 



Mjt ( x)dx = lim {/ ( x ) }„ dr ， 


从而 lim {/( x)}„dx =lim {/( j :) }„ dx+lim { f ( x)} n dx 

x - ►ooj E n-*ooJ A E\A 


f ( x ) djr -\^ f ( x ) dx = f ( x ) dx . 

A J E\A J E 


例 6 设 / 是 R 1 上的可积函数，证 明： L /( nM 必在 R 1 上几 

ti = 一 oo 

乎处处收敛于一可积函数. 

证设/>0,则有 

oo _ oo _ 

^ fin z x)dx — 2 f { n 2 x )~ d ( n 2 x ) 

J — oo J — OO Tt 

n — OO ff^r — OCr 

广 °° 

=/(x)cLr • Y] -\<oo. 

J 一 n^n 

00 

依列维收敛定理， /(〃4) 几乎处处收敛于一个可积函数. 

n =^ — oo 

对一般/，因为/+和广均非负，故分别讨论/+ 和广后 ，利用/ 
=/+— /即可. 

例7设 / Or ) 在 0,6] 上可积，则 V £>0,存在 [ a ， 幻上的阶跃 
函数 〆 /)，使得 

，b 

\j ( x ) — s ( j ) I d . r < Ce . 

J u 
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n 


证由题设知，依主要内容1，存在连续函数 g(i)， 使得 
\/{ jc )~< p { x ) |<e /2. 又由在 [ a ，6]上的一致连续性知，存在 




a 


对 [a，6] 的 分割: 〆:*:)在每个小区间 

[X/，工,+ 1 ]G = 0，1 ，…， n_l) 上的振幅 a»,<Ce/[2(^—a)]* 

作阶跃函数 


six ) 


C \， ：*：6[工0,工 l ]， 

C+! , xG (u, +1 ]，/ = l ， … ，m —1. 
其中 C t 满足 min < piJo )^ C i+l ^ max p(:r) •于是 


Cjt. ^X. 


+ 1 




rb 


x€ Cj. *x. 


n— \ 


十 1 


a 


rj： H 

\< p ( x )~ s ( x ) [dj： = 2 +1 C+i |dx 


o 一 


X- 


n-\ 


<2 


0 


x l + l 


e 


x. 


2(6—a 


dx 


e 


从而有 


rb 


a 




\ fix )—${ x ) |dj： ^ |/(x) —9?(x) |dx 


a 


\ ( p ( x ) — s ( jc ) jd:r<| + 


e 

2 


例 8 设 / 是 [ a，6] 上可积函数. 证明: 


rt 


/I， 


r 6 


(1) lim / ( x)cosnxdx = lim 


a 


«■ 


f (x)sinnxdx = 0； 


0 


(2) lim 


n 


rb 


rt 


f (x) I cosnx I dx = lim fix ) jsin^x |dx 


a 


n- 


a 


rb 


n 




f (:r)dj：. 


a 


e. 


证一般的可积函数可以利用连续函数，进而利用阶跃函数 
按积分平均的意义逼近. 

(1) 先设/=/(〜/?)，（〜0)(=[^，6]，则当/1—00时， 


rb 


/( 


X 


嫌 


cosn:cd:r 




a 


a 


cosmd:r = ^"(sinn/? —sinna) 一 0- 


n 


由积分的线性性知，对任何阶跃函数/均有 


參 
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rb 


lim 

n-^ooj 


f (x)cosnxdx — 0. 


a 


rb 


a 


rb 


a 


设 / 是 0,6] 上一般可积函数，由例12,可取连续函数灼使 
\f(x)~<p(x)\djr<e/S. 再由一致连续性，取阶跃函数0，使 

|dj ： <e/3. 最后，对阶跃函数#，取 W 6 N ， 使得当 


时， 


rb 


<p{x)cosnxdx 




a 


这样，有 


n 


f {x^cosnxdx 


a 




rb 

Q/(:r) — <p(x)2cosnxdx 


a 


•b 

[ 炉 (*r ) — ip(x) ^\cosnxdx 


a 


rb 


<p(x)cosnxdx 


a 


< 


rb 


a 


|dx 


rb 


a 


|^(x)—^(x) \dx 


rb 


<p(x)cosnxdx 


a 


<e. 


类似可证 


lim 


n 


rt 


/(x)sirmj ： dj ： = 0. 


a 


(2) 采取与 （1) 同样方法.因为阶跃函数又是区间上特征函数 
的线性组合 ，故 实际上只需对(其中 匚 [ a ， ^]) ， 证明： 


lim 


fV 




Icoswx |dj" = lim 


a 


n-^ooj 




a 


w 

|sin/ 2 ：r |dx = — (8—a). 

丌 


因为 


■IT 


0 


cosx | d:r = 2, 所以 


rfi 

1 



|cOS72X 丨 dx = 

丄 

a 

n , 



n 


coso' jdx 




0 


cosx \dx 






E 


cosx |dx 


n 


n 


n (^ — a ) 


：r 


-1 


n 


E 


jcosjr |dx- 


其中 [ ]表亦整数部分， £„=( ⑽， （[ wa /7 T ] + l )7 T ) (J ([ w /?/7 r ]7 r , w /?) , 
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显然 


n 


j 


E 


I cos : I dx ~^0 ( n —°°) ，从而 


n 


lim 

2 

\cosnx | dj ： = lim 一 

■ 

「 w ( 卢 一 a )" 

1) 


q n—^oo Tl 


_ 7 T _ 

1 




类似可证 


lim 


H- 


a 


| sin«x |dz = —— ( 0 — a ). 

丌 


例 9 设 / 是 (0， m ) 上的可积函数， [ aA ，6 A ] 是 (0, oo ) 中与 A 有 


关的一族区间，证明 


lim 


广6 


a 


f ( t)cosXtdt = 0 . 


证用反 证法. 若等式不成立，则存在 h >0 及单调趋于 oo 的 


( AJ ， 使得 




a 


f ( t ) cosX n tdt 




因为 / 是可积函数，所以存在 S >0, 使得 


^0 


B 


存在^>0，使得当 m ( e ) <5时， 




1/(0 | cU < 


€o 


易见 a ; < 5 ， 并记 c n = min { \ ， JB } ，‘ = A ，则有 

it IS it 


■f 


ii 


f ( Ocos^tdt 


a 


n 


< je 。， 必要时，还可取一子列_设^ ， c rt — r . 


并取 WGN ， 使当 n > iV 时， m (( ‘， c rt ) 厶 U ， c ))<& 则易知，当 n>iV 


时，有 
盾_ 


rc 


f ( OcosA rt /df 


a 


e 0 


rc 


>7，但是 lim 


n 


fit ) cosAntdt = 0 ，得出矛 


a 


第四节勒贝格积分与黎曼积分 


主要内容 


b 设 / Cr ) 是定义在 J = [ a ，6] 上的有界函数，是对 [ a ，6] 

所作的分割序列. 

：a = Xo ， l)< Cxi ， 1) <C-* # <Cxi ，j) = n = 1,2 > 


0 
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\A in) I =max{x f - n) —} ， lim | A ⑷丨 =0. 

—oo 

若令(对每个 / 及 《) 

Mi n) = sup {fix) : 广 )} ， 


mj n) —ini{f(sc') 

则关于 /Or) 的达布 (Darboux) 上、下积分有等式 


n 


/(:r)d:r = lim ^ Mj n) (i) 


in) __(n> 


】） 


h/ 


m b rt 

/(x)dx = lim 2 7/2,00 (，: 

fl _oo 


( n ) . _( n ) 


^ l ) 


2. 设 /(X) 是定义 在/=[〜6] 上的有界函数，记 0iU) 是 /Cr) 


在 0,6] 上的振幅（函数），则有 


r 


co(x)dx 


'Tb 


f (JT)dx 




/Cr)dz\ 


等式左边是〜(: r) 在 / 上的勒贝格积分，等式右边两个积分分别称 
为 /Or) 在 J 上的上、下积分. 

3. 若 /Or) 是定义在|>，6]上的有界函数，则 /U) 在 [a，6] 上黎 
曼可积的充要条件是 : /0r) 在 [a， 幻上的不连续点集是零测集. 

4 . 若/0)在/=[>，6]上是黎曼可积的，则/0：)在[<2,6]上是 
勒贝格可积的，其积分值相同. 

5- 设㈤丨是单调增加的可测集合列，其并集是 £，/GL (私）， 


是=1，2,…，若极限 lim |/0 r )| dr 存在(有限），则 / GL (£) ，且有 

k^coj E 


E 


/(jc)dx = lim 


oo, 


/(x)djr. 




疑难解析 

黎曼可积与勒贝格可积有何 关系？ 

答从本章第一节疑难解析知道，引入勒贝格积分是为了弥 
补黎曼积分的不足，可以扩大可积函数类，降低逐项积分与交换积 
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分顺序的条件.显见，勒贝格积分是与黎曼积分不同的，但两者在 
计算上有着很重要的联系，但又不是蕴涵关系. 

首先，我们知道 :对于 定义在 [ a ，6] 上的函数/，如果它是黎曼 
可积的，则它必是勒贝格可积的，而且有相同的积分值.这样，我们 
在计算勒贝格积分时，可以考虑其是否黎曼可积，若是，则可以化 
为黎曼积分来算出，而黎曼积分是我们在数学分析中已经熟悉的 • 
对于无界函数的积分或函数在无穷区间上的积分，黎曼积分是作 
为广义积分来定义的.这时要求是单调增加的可测集合列， 

其并为£，若极限 Umf |/(x)ld;r 存在(有限），则/在五上勒贝格 

E k 

可积，且有 f / U)dx = lim [ 1/(1) | dx , 特别地，当^是矩体八 

J £ E k 

(如 R 1 中£*=[0，是]，是=1，2,…， £=(0， m )) 且 /( x ) 在每个八上 

m 

都是有界连续函数，同时满足 lim |/Cr) |dx<oo 时，可以通过计 

“。oj ' 

算黎曼积分 f /(X)d：T 而得到勒贝格积分 

J h 

/ (x)dj：=lim /(x)dx. 

J E 

而且计算方法与 {/*} 的选择无关，只需保证 U *} 单调增加到并集 
E , 

但是，我们必须指出，具有广义黎曼积分的函数并不一定勒贝 
格可积. 

方法、技巧与典型例题分析 

辨析黎曼积分与勒贝格积分的异同，要求我们对勒贝格积分 
与黎曼积分的概念十分熟悉_在计算勒贝格积分时，要能正确区分 
相应的黎曼积分是正常积分还是广义积分，以选择适当的方法去 
计算. 

例1设/(^)是£:上的有界可测函数，问：是否 V e >0,3 谷> 
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0,使得当分割 D 满足条件 maxO / KG )，7 w (£ 2 )， … ， m ( E „) 沒时， 


就有上积分 /( x ) dx 与大和 S ( D ) 之差的绝对值满足 


f ( x ) djc - S ( D ) 


< e . 


(即黎曼积分中的达布定理对勒贝格积分是否还成立) 




解对勒贝格积分来说，黎曼积分中的达布定理不再成立. 
例如，在[0，1]上的狄利克雷函数 


DU ) 




0， x 为[0，1]中的无理数， 
1，工为[0，1]中的有理数 


是勒贝格可积的，且因为对分割 D ， 当分点组有 

J 0 

时， = 但此时故 I 匕丨 而对 

其他的£*，均有 m ( E *) 二0,所以互 （ D ) = &， 1匕丨<占（1))，从而 


lim S ( D ) = 0， DCr ) 勒贝格可积，且 |' 1 D ( x ) = 0( 关于分割可参看 

SiD)-^0 J 0 

第二节疑难解析 1). 

但对£0=1/2,于任意的^>0,存在 《6 N ， 使1/〃<&取将[0，1] 
K 等分的分割 


D ： £=[0,l] = y^ d E k j m(Ek) — l/n<Cdj 是 =1 ， 2,… ，打 ■ 

*=i 

显然…，又因有理数在实数中的 
稠密性知， / U ) 在各&的上确界为1，故 


S ( D ) = 2 1 • —? n { E ) = l . 

k=^i 


从而 


coa /( x ) d .-5( D ) 


10—1 I — l >~ = e . 


例 2 设 / 是 [ a ，6] 上的函数， u = Xo < Xi <〜< jc rt = 6_ /在 
[ x 0 , xj ], (. r , 」， jy ] 上取常数 a , (/• = 1 ，2 ,…， w ). 证明： / 在 [ a ，6] 上 
勒贝格可积，且 

4 
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( L ) 


f ( x ) dx = — 


n 


a 


f { jr ) dx * 


Q 


证由勒贝格积分定义， / 在 Dr 。^] 及上勒贝格可 


积，且 


a ) 


n 




j i.x^ , ,x. 

f — i t 


/( x ) dx = / J a i (xi — Xi -^) = ( R ) 


x. 


X- 


/( x ) d ^:. 


-1 


类似等式在 [ XcmxJ 上也成立.于是，依积分的有限可加性得 


(L) 


rb 


n 


f ( x ) dx = Xj - i ) = ( R ) 


n 


a 


f (x)dx. 


a 


例 3 计算 [0，1] 上函数. 


fix ) 


e 


x 


X 


0, 


为无理数， 
为有理数 


的积分值- 


解 /U) 与 gCr)=f 均为[0，1]上有界可测函数，且 /(x) 


g { x ) ^ a. e* ，于是 


mi 




〔0,1〕 


f (JT)djT 




[ o *0 


g ( x)dx 


e J dr ， 




[ 0 , 1 ] 


而 ^ 在 [0，1] 上黎曼可积，故 




[ 0 , 1 ] 


f ( x)dx 


Coa ] 


e ^ dx =( R ) 


n 


e z dx—e — 1. 


0 


对于一般非负函数的积分，通常取截断函数来求•即 
设饥(£)<00，/(：0是£：上的非负函数，对任意自然数 n， 令 




/ O ) ，当/(了)<” 时， 


n 


当 /(x)>w 时， 


称 [/ Cr ) l 为 / Or ) 的截断 函数. 并且 

(1) 对任意心 [/<>)]„ 均为£:上的非负有界函数 

(2) 截断函数是单调不减函数， BP 

lim[/Cr)]« = /(:r) ， xG £. 


特别地，有 




* 
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例 4 计算下列函数的 积分： 

⑴ /( x ) = l / A — 1在 [1 ，2]上的积分; 


(2) fix) 


1/ ^ , JT 为[0，1]上无理数， 

X 2 , X 为 [ CM ] 上有理数. 

解用截断函数求解. 


(1) / Cr ) 是[1，2]上的非负函数，作截断函数 


[/( 工 ）]« 


n 




1/ 1 l + l/” 3 ^r<2. 


显然，对每个 [/ U )]„ 均黎曼可积，故勒贝格可积， 


[1，2〕 


[/(^)] n dx = (R) 


' i + iy « 


nd ： r+ (R) 


n 


dx 


n 


1 + 


n 


n 


i+i /” 3 Yx — i 

3 3 

2^2^ 2 


于是 


[1,2〕 


f (x)dx — \im 






[/( x )] n d ^ = lim 

rt—►oo \ ^ 


2 乃 


z 


(2) 因为 / U ) 在 （0，1) 上几乎处处等于 1/ A ， 故 






( 0 , 1 ) 


fix)dx 


ij 


( 0 ⑴ Vx 


dx. 


由于 1// I 在 （0，1) 上无界，作截断函数 

D //n 4 i//r ’ 賊工 <i ， 


n 


故 


r 


(1/ •/Ic )d 


r 


X 


lim 




( 0 * 1 ) 




(0_1) 


0<ix<Cl/n z . 
[1/ V^r"]„dx 


Hm 




ndx-\r 


2 2 巧 2 


u /«\ i > 


jr 


dj ： 


lim[/2 ♦ l /« 2 +(2 — 2/ w )] = 2, 


所以 




L 0，1 J 


/Cx)dx = 2 - 


例 5 设 £=(0， w )， E 上函数 
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fix) 


X 


X 


1/2 


，： re (0， l ]， 


-2 


x 


G (1 ， 00 ) ， 


求 I /( jr)dx 
£ 


解作截断函数 


[/( 工 ）] n 


n 


x 


x 


Ml 


1 


«1/” 2 , 
l/n 2 <:r<l ， 

l < X < oo . 


取 E rt = [ lA2 2 ， n],n = l ，2，.". 由于 [/( 了 )1 •在上黎曼可积，所以 


i* 




£ 


[/( 工 ） ]”d:r 


x 


1/2 cLr+(iO 


Vn 


n 


x 


2 djr 


n 


2x 


1/2 



i / n 2 ^ 


n 


n v 
— 0 * 
n 


故 


( L ) 


£ 


f (x)dj ： = lim 


n 


E 




n- 


3 — 


n 


3. 




例 6 证明 


x 


p 


(0 


,nl—1 -r 


In ~dj：= 2 


(户 + ”) 


2 


Cp ^> — 1)， 


证在 ( 。， 1) 上， pr^ln 去 di = — 2 x p+n \nx. 


n = 0 


故 


-E 


rt = 0 


工声 +rt lnxd:r 




tea ) 


一 2 ⑻ 


ii = 0 




0 


jr p+n \njcdx= XI 


H = 0 


(/ > + 72 + 1 ) 


s 


例 7 求 lim(R) 


^ (/>+«) 

. 1/2 


nx 


- J 0 1 — I 2 工 

因为 /(■!•) 在 [0，1] 上连续，所以在 [0，1] 上黎曼可积.又 


； sin 5 n.rdj" 


解 


因为 


nx 


1 / 




\ + n 2 x 


7,s\n njr 




rue 


ft 


_ — ― ;2 _—_ x - 1/2 ^ — JC 

1+"^" 2_ 1+^ 2 2 




1/i ； 
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1/2 


且 


lim 


71 JL 


lH - n 2 x 

则依勒贝格控制收敛定理，得 


sin 5 m = 0 ， jtG [0, 1]. 




lim O?) 


nx 


1/2 


l + n 2 x 2 


sin s ruodjr =lim CL) 


1/2 


[o.ul+« 2 :r 2 


sin 5 nxd^ 


= 0 d-r = 0, 

J toa ] 

例 8 设函数 / 定义在 [0，1] 上，对康托尔集中的点： c ，/ Cr ) = 
■ r 2 ; 当: c 属于长为1/3” 的康托尔集的余区间时， /( j :) = 1/2". 计算 

f f(x)dx. 


解因为康托尔集是零集，所以在康托尔集上可积函数的积 

分值为零.设康托尔集的余区间全体是 
=1，2,…，则 



/( x)dx = 

rCn) 

J k 


E 

1 


1 2"'* 1 


2 n 3" 


S 


也可以仿照上节例 4 的方法求解. 


( nn-\ \ 

m{l k ) = L ' 


例 9 函数 /Or) 


在无理点 


在[0，1]上是否黎曼可积? 


1， 在有理点 

是否勒贝格可积？计算[0，1]上的积分值. 

解在[0，1]上，除了点: T =1 外， / O ) 都间断，因而 /(X) 在 

[0，〗]上不黎曼可积.但 / U ) 在[0，1]上有界可测，所以 /(_ r ) 在 

[0，1]上勒贝格可积 • 因为 / Or ) = #: r )， a . e , : r )=: r 3 ，所以 


a) 


f(x)dx= (D 


97(x)dx= (L) x 3 dx. 


而？ 在 [0，1] 上黎曼可积 • 从而 


人 


f (x)dx= (L) 


.r 6 d.r— (R) 


dx 




{) 


• 178 • 




例 10 在线段 [0,1] 上作测度为1/2的无处稠密的完备寒.此 
集的邻接区间按它们之长度减小的顺序进行编号为（〜，氏）， 
(〜，/? 2 )，…，（〜/?„)，…，然后在[0，1]上给出函数 

0，在£上； 

1，在区间 (《 n ，乳） 的中点； 

在闭区间[心，^4^]及氏]上为线性的. 

M 乙 _ M 乙 _ * 

此函数黎曼可积还是勒贝格可积？求[0，1]上 / U ) 的勒贝格积分 
值. 

解类似上例，因为 / Or ) 在一正测度集上间断，所以它不是 
黎曼可积的，但它是勒贝格可积的.且有 

(L) r/(^)d.r=(L)f f(x)dx+J](L) f "/(x)dx. 

Jo J E i J a 



. 

因为 a ) /( 

J E 


)dx = 0 • m (£)=0. 在氏）上 / Or ) 黎曼可积，故 


( L ) f ( x ) dx = ( R ) n f ( j：)d 


口 n — 




n 


n 



由题设知 ^ (乳 一 aj 是邻接区间长度，等于 £ e 的测度（1/2)，所以 

n = 1 

( L ) /( x)dx = ^-. 

Jo 4 

例 11 若在康托尔集 D 的点上 /( x ) = 10, 而在邻接区间上函 
数的图形是以这些邻接区间为直径所作圆周的上半圆.求函数 
/( x ) 在[0，1]上的勒贝格积分值. 

解用 (〜， 表示康托尔集的邻接区间，且 (《„ ，氏）是按其长 
度减少的次序来排列的，于是 

7 (j*)d .2 + (L) n f {x)djr. 
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( 人） /(x)dx^(L) 









因为 m ( D ) = 0, 所以 CL ) j / (: r ) dx . 而 （ A ，氏 ） 上的积分可用黎曼 
积分来计算，因而它们中的每一个等于相应半圆的面积，故有 


(L) 


/(^) dx = 2 (人） f (^ r ) dx = 2 




冗(氏 一 A ) 


但是，对康托尔集情形有： 

/?1 一 ^1 = 1 / 3，/?2 — “2 = 03 — ^3 = 1 / 3 2 ， 

* 

h P 

/? 4 — a 4 = *-• = /? 7 — a 7 = l / 3 3 ，…， 


所以 a 心⑺心 杀 +f + …] =i • y=^- 

例 12 计算定义在 (0，1) 上的黎曼函数 

( l /^ f 当 W />， g 为互质的整数）时， 
x)= lo , 当 I 为无理数时 


的积分值. 

解因为尺(: T ) 是有界函数且在（0，1)上几乎处处连续，所以 
i ?( X ) 是黎曼可积的.但用黎曼积分计算将较复杂，故用勒贝格积 
分来求. 

令 A ={ x t x 为（0，1)中有理数}，召={^: 1 为（0，1)中无理 
数}，则有 


( R ) 


/(x)dj ： = (D 


•»/ 




R(x)dx 


to ， i > 




=(L) 

« 



— d < r +( L ) 0 • dx — — m ( A ) : = 0 . 

Q Jb q 


例 13 证明： [〜6] 上广义黎曼可积函数 / Cr ) 勒贝格可积的 
充要条件是 i /(： r ) i 广义黎曼 可积. 且此时两个积分的值相等. 

证 为简单计，设 /(X) 在 [ a , 6 ] 上广义黎曼可积，且仅在点 6 
无界 ■ 


必要性设 /(/) 勒贝格可积，则当时，/( I )在 [ a ，7] 
上有界黎曼可积 ， I / Cr )| 也在[〜 7] 上有界黎曼可积，从而1/001 
在 D ，7] 上勒贝格可积，有 
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(R)j |/ Cr )| dr = a)J 


|/( x ) | cLr <( Z /) 



由 7 的任意性知， l / Cr ) I 在 U ，6] 上广义黎曼可积. 

充分性设 l / Cr ) | 也广义黎曼可积，则因为 / Cr ) 广义黎曼可 
积，故在任一区间 [ a ,7] ( a <7<3) 上有界黎曼可积，且由所设有 

4 = 1^11( 尺） |/(x) |dj ： <oo. 


选点列{々丄使且？1<1<…， 


心.作函数 


/„( x ) = 


fix ) , 


0, 


r )”〈 x ( b . 


因为 A (: r ) 显然在 ( U ] 上勒贝格可积，且「人 ( x)di = 0. 由积分 

的区间可加性知 ，人 （: T ) 在0,6]上勒贝格可积，从而 |/ n Or ) I 在 
0,6]上勒贝格可积，且有 

(D \ fnix ) | d ^ = i ? n |/( jc ) 


因为 I 人 U ) I 是 [ a ， 上的单调增加函数列，故由列维定理， 
[/( jt ) I = lim I /« O ) 丨在 [ a , 上勒贝格可积.由于对任何《， 

n-^oo 

l /„ Cr )|<|/ Cr )|, 故取/( 1 )为/„(: r ) 的控制函数，则依控制收敛 
定理，有 


(L) 


/(x)dx =lim(L) 


rb 


l /«( x ) |d 








f ( x ) d . r = iR) 


f (jr)dx. 


类似可证有无穷限的广义黎曼可积函数情形.只需将所取的 
{7 丄使 V - 00 即可. 

例 14 证明： 勒贝格有界收敛定理当/«(£) = 00时不再成立. 
证取£=(0,00)，在£上定义 


{ sinx/jr , 0<Cjr^2nK y 

f„(jr) = ( fix) =s\nx/x. 

10 ， 2nn<Cx<C OO ， 


攀 
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则 {人(^)}是£上 的可测函数列，且 lim / fl (: r )=/(: r )，|/,(: r ) i < l ， 


n 


打 =1 ， 2 ，〜，工 € (0，°°). 

由人 Or ) 的定义可知 


2nir 


lim f n U)dx =lim S ^ dx = lim ( R ) —dx 

n-^<x)J E rt—coj (0,2 «tt) *3T n-^oo J 0 工 




( R ) 


smj " 


dx 


又因为 


sinx 




sin x 


2x 


cos2 工 
2x 


，但 （/?) 


2 x 


dsr 发散，而 


(尺 ） P 收敛，所以 > 在 (0, ⑺)上非黎曼可积，则依上 


例结论知， / U ) 


smx 


在 （0， CO ) 上不是勒贝格可积函数，必有 


* 广 

lim f n ( x ) dx 9^ f ( x ) dx , 

J E J E 


即有界收敛定理在饥 （£)=^0 时不成立 


第五节重积分与累次积分 


主要内容 

一、 富比尼 ( Fubini ) 定理 

1. 令《 = />十心其中/是正整数. 

R ’， l = (fl ，芒2,… ，匕） ， 

R 9 ^ y ~ (芒声 + i ，芒声+” …， D ， 

R rt = R / i XR 9 , (: r ， y ) = ( fi ，芝2，…，$户，，…，芒„). 

定义在 R ” 上的函数/的积分记做 

， 厂 

7 ( ： r ，y )djrd^, 

J r a x r 9 Jr ’ 1 ‘ 

(1) 若儿 S 分别是 F 和 FT 中的可测集，则 ZXB 必为 R M 中的 

可测集，且?” （ ‘4 \ B ) = ? n ( A ) X ? n ( B )* 
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(2) 若£是1^〜 中的可测集，则几乎对所有的:心 = 
b : Cr ，： y ) e £：} 都是 R 9 中的可测集. 

称为笛卡尔积集，具有以下简单 性质： 

(1) 若，则 ^ XSC 次 X 5; 

(2) 若八 fM 2 = 0， 则（戊 XB ) nC 4 2 XS ) = 0; 

(3) ( U 九） XB= U (A,XB)A C]A X ) XB= fl CA x XB)i 

A A ^； A. A A 

(4) (^ 1 \/l 2 )X5=(^ 1 XJ5)\(>l 2 X5). 

对£(=1^'了。€1^，定义只 9 中的点集 £^={_ y : Or 0 ,3 Oe £}， 
称为£ 关于： r 。 的截口，具有以下 性质： 

(1) m (£ J 是： r 的函数，在 W 中几乎处处有定义，是可测函 
数； 

r 

(2) m (E) = m(Ej)dx. 

Jr ， 

2. 非负可测函数情形的托涅利 ( TonelU ) 定理 
设 /( x ， 30 是 R ” = FTXR 9 上的非负可测函数，则 

(1) 对于几乎处处的 ■ rGR ^/ Or ^) 作为 y 的函数是 W 上的 
非负可测 函数； 

(2) 若尸则尸 /( x ) 是 V 上的非负可测函 
数； 

' r r / *■ 

(3) F/(^)dx= d:r f(x,y)dy= f (x,y)dxdy. 

Jr p J Jr 9 J r w 

3. 富比尼定理设 / Cro ) 是 R ^ = VXR 9 上的可积函数， 
则 

(1) 几乎对所有的 ： reR 、/ Cr ,3/) 是 R 9 上关于 y 的可积函数; 

(2) 几乎处处有定义的函数 gU ) 二 f /( LWdy 在 R * 上可 

J R g 

积； 

* r /* 

(3) /(jr^y)dxdy = djr f(jr^y)dy 

Jr ” 9 Jr ^ J ^ ’ 

r 疒 

= dy f(x,y)djr. 

Jr ^ Jk 〆 
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4 -设 /( x ) 与发 Cr ) 是 IT 上的可测函数，若积分 fU - y ) - 

J R n 

g (: y ) d ： y 存在，则称此积分为 / 与 g 的卷积，记做 (/* g -)( x ). 

5. 若 /， gei >( R ”）， 则 （/* g ) Or ) 对几乎处处的: cGiT 存在， 
(/* g )(： r ) 是 R " 上的可积函数，且有 

I (/ * g)(x) |/(x) \dx\ • ( 1 尺 (_>0 |d_yj . 

J R n ^ J R h t ^ J R n 

6 •设/(:0是 £ 上的可测函数，对任意的 A >0, 作点集 
U : l / Cr ) l > A }， 则它为可测集.称 

/ * ( A ) = m ({ x ： |/( x ) |〉 A }) 

为/的分布函数(是 (0, oo ) 上的单调减少函数).有 

|/( x )| Mx =/» rA ^ V . ( A)dA ( l < p < oo ), 

J E J 0 

二、积分的几何意义 

1- S £ SR ” = ITXir 中的可测集，对任意的令 

£(j ：)= {3^6 R 9 ； (-r » • 

为集£:在 I 处的截段集，则对几乎处处的 hEOr ) 是 R 11 中的可测 
集， m (£ Or )) 是 V 上（几乎处处有定义的可测函数，且 m (£)== 

J JL P 

2. 若&与 £ 2 分别是 V 与 R 9 中的可测集，则 hX&SlTX 
R 9 中的可测集，且有 

m { Ei ' KEz )= m {. E \) • rw (£ 2 ) . 

3. 可测函数图形的测度设/(幻是£上的非负实值可测函 
数，作点集0 £ (/) = {(^)€『 + 1 : 16 £：，)，=/ 01 ')},称为/在£上 

的图形 （£ 是 R " 中的点集， G £ (/) 是 R " +1 中的点集），则 m ( G £ (/)) 

= 0 , 

4. 积分的几何意义设/&)是£上的非负实值可测函数，记 

G (/) - { ( j ,^) 6 R fl4 1 £，0< y </ U )}， 称为 / 在 E 

上的下方图形集.有 
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⑴ 若 / U ) 是可测函数，则 2(/) 是中的可测集，且有 

螓 

/( x ) dx . 

— J £ 

(2)若£是可测集， 5(/) 是 R " +1 中的可测集，则 /( x ) 是可测函 

_ 

数，且有 m (5(/))= / Cr ) dx _ 

— J E 


疑难解析 


1- 富比尼定理说明什么？使用富比尼定理时要注意什么？ 

答 富比尼定理说明了高维积分与低维积分之间的关系，也 
就是数学分析中重积分与累次积分之间的关系.我们可以看到，在 
交换积分次序问题上，勒贝格积分要求的条件比黎曼积分要求的 
条件弱得多，这就是勒贝格积分理论的优越性之一. 

^ a a 

事实上，若把 f ( p)dp 称为重积分，而将 dx fU , y)dy 

J AXB J A J B 

和 f dy \ f ( x , y ) dj ： 称为累次积分，则富比尼定理说明，在重积分 

J B J 

存在的条件下，两个累次积分均存在且等于重积分.要证明重积分 
存在有时不很容易，这时可由|/|的两个累次积分的一个存在来 
确定.但是/的两个累次积分的一个存在并不能保证重积分存在. 
例如： 


设 £=(0，1 )X (0，1)，£ 上函数 /( i ，： y )= X 2 之 2 ，则/ 的两 
个(勒贝格）累次积分为 ^ ^ 






^ 1 


t0,l) ' 


/ 

f 


( 0 , 1 ) 


f(jc,y)dy djr 


(o,i ) 、 


(0*1) 


f (x ,y)dx \ d3 / 


1 + 
一 1 


dj - 




0 1+J r 


办 = —了 • 


显然它们并不相等，从而知/在£上不可积. 

2. 非负可测函数积分的几何意义是什么？ 

答若定义在[>，6]上的非负函数 / Cr ) 黎曼可积，则 
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/( x ) clr 的几何意义是由直线 x = a,x = bjy = 0 及曲线 y = 

J a 

所围曲边梯形的面积，这是数学分析中非负函数 /( X ) 在 [ a ，6] 上 
定积分的几何解释.非负可测函数的勒贝格积分也有类似的几何 
解释. 

对定义在£0=11”上的非负函数，称 R ” +1 中的点集 
£，( Ky </ Or )} 为/在£:上的下方图形，记做 G £ (/). 当/在£:上 
可测时，有 

/(•T ) d:r = w ((;£(/)). 

J E 

即非负可测函数/在£:上的积分等于与它相应的下方图形的测 
度.对于一般的在 £ C = R ” 上的可积函数/，有 

/(x)dx = m(G £ (/ + ))-m(G £ (/-)). 

J E 

即/在£:上的积分相当于/的正部/ + 与负部广下方图形的测度之 
差. 这与一般函数/的定积分的几何解释也是一致的. 

J a 

方法、技巧与典型例题分析 


用富比尼定理证明命题时，首先要验证命题是否合乎定理条 
件，而关键的是将积分化为累次积分，这时常常需要引人特征函 
数，读者要注意变化后被积函数的准确性.另一点要注意的是交换 
积分顺序技巧的应用. 

例1在[0，1]乂[0，1]上函数/可积. 证明： 


f(xjy)dy^djr = 


f(jr y y)dx 


d ). 


证记£=-{(工 0 ，）：0<3</，0<^<1丨，是可测集，；^/是可 
测的，良 lh / l < 1/1，所以 h / 勒贝格可积，依富比尼定理有 
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即 


'1 r rx -] ri r n n 

/(jr ， 3；)djy dx= f ix ^y)dx d). 

* 0 0 «< % 0 ^ * .y ■ 


例 2 设在[0，1]/[0，1]上有函数 

" 、丨1，： r ， j 为无理数, 
X ^ )= io , 为有理数， 


求积分 L 沖.户，咖 d ， 


解由于 /( x Q ， j ) 对于固定的 x 。， 只对可列多个^取值为零， 


因此 


[o,i]x [oa] 


/( 工’咖 d 尸 £[£/(工，购}^0=1. 


例3 证明： /( x ，3；) = — y )# ，0< a < l ，0</?<1，在 £ = 

[0，1]乂[0，1]上可积，求其积分值. 

证 因为/( 1 ， 30 在£上非负连续，故在£上非负可测.依富 
比尼定理，有 


e ， a (l — y)^ 


dxdy 


■i 1 p 1 

o ? dx Jo ( i ^ y dy ^ 


由于 > 与均在 [ o ， i ] 上广义黎曼可积(依上节例 13)， 
故 


O ’ 


1 -4 dx = ^, 

Jo X 1 —Of 


(L) 


( i ^ y dy ^ ( R ) ), a^? dy 


1 —/?• 


于是 


E JO 




dxdy 


— a 1 


<oo_ 


即/(心 30 在£上勒贝格可积，积分值为 


( 1 —。） （ 1 — /?) 


例4设 /( x ) 在 IT 上可积， gCr ) 在 RVil 可积_证明 ： /( x ) 
g (_ y ) 在上可积，且 

m ! r I r 

f(x)g(x)dxdy = f(x)d,r g(y)^y - 


m 
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证因为 / U ) 与 〆 J ) 可积，所以它们分别在 V 与 R 9 上可测， 
从而1/&)丨与匕(3^|分别在 W 和 R 9 上可测，则（依第三章第一节 
例13所证 ）|/ Cr)i • ig (: y ) i 在 VXIT 上负可测.依富比尼定理 

_ r r 

l/(x)| • \g(y) |dxd 3 ；= dx \f(x) | • \g(y) |d^. 

J n ⑴ jr p Jr 9 

对任一固定的 x ， 有 

★ /* 

」/0)丨 • 1^(^) \^ y = l /(- x ) I 1^(^) 

J R q J 

由题设知 gb ) 在 m 上可积，故 办是一确定值，故 

J R q 

f • U())lcLrd)= 1/(^) \dx \g(y) |d ^. ① 

J r p+9 Jr’ Jr 17 

由题设知 / Or ) 在 M 上可积，故 f 」/ Or ) idr 是一确定值，于是式 

J R p 

①右边为确定值（有限数）.从而知 |/ Cr )| • k (3^| 在上可 
积，即 l /( xk (3；) j 在 上可积 ，得 / U ) 在 RW 上可积，依 

富比尼定理 


R 产十分 


fix) • g{y)dxdy— /(x)dj ： 


參 


\ 

g ( y)^y 

/ 


例5 设/是 R 2 上的可测函数 • 若对几乎处处的 ^ eR 1 ， 
/( x , 30 关于: y 几乎处处取有限值. 证明： 对几乎处处的 y en l , 
/Cr，jO 关于1几乎处处取有限值. 

证记£= {(x，：y) ; /(了，30取有限值丨，由题设知 

XR 2 \£(- r »3 ; ) ( i 3 , cLr = 0 dx = 0. 

V W v tj 

故依富比尼定理，有 X R wCr，30 丄 r d、 V = 0 .即对几乎处处的 3N 

J — J _ 

* 

LA E U，3OcLr=0, 即对几乎处处的 3；，R 2 \£： 的截口是零集，也就 


是 /U，30 关于 .r 几乎处处取有限值_ 


m 


例6设/定义于 R 2 , 如果对任何是 j 的可测函 
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数，又对任何是 i 的连续函数.证明：/是 R 2 上的可 

测函数. ' 

证若对任何整数 m 和自然数〃，作 




m — 1 


，：V 


+ (nx —m + 1 ) / 


m 


n 


y 


其中 X 6 


m — 1 m 
n ^ n 


m —— 1 


n 


y 


与 / 


?n 


n 


y 


易见对 i G 


之间. 


m —— 1 


n 


m 

n 


，人 （ x ， 3 ;) 介于 


对任何 Cr ， 30GR 2 , 因为当^固定时， / 是 x 的连续函数，所以 
lim 人 U ， jO =/(: r ， 3 ；)， 又对固定的 , r ，/ 是 y 的可测函数，从而 

人 Cr ， j ) 是 R 2 上的可测函数，故其极限函数/也可测_ 

例7在£=(0，1)/(0，1)上定义函数 


/(X ， j0 


1/ t 十1/心， (了， y ) 为 E 中有理点， 


0, 


( U ) 为 E 中其余点， 


其中如，9,分别为: r ， y 的既约分数的分母，求积分 h f ( x , jy ) dxd ^ y - 

解因为/(工， 30 在£上有界可测，所以 / Cx ， y ) 勒贝格可积， 
则依富比尼定理，有 


r 


£ 


f ( jC 3 y)dxdy 




r 


dx 


10,0 


toa ) 


ftr , y ) dy . 


① 


因为对任意固定的 x ，/(^， 30 关于在（ 0 ， 1 )上几乎处处连续，因 
此，对任意固定的 x ，/( x ，： y ) 关于 3 /可积，且 / Cr ， 30d：y = 0 , 于 


( 0 , 1 ) 


是 


r 




dx 

toa ) ^ 


(.0*1) 


f ( x , y)dy 




0 djr = 0. 


co.n 


f* 


由①式即知 


E 


f (x ^ y)dxdy — 0 


例 8 设 / 是定义于直线上的非负可测函数， /)>0. 证明 


f (xYAx = p 


t p 'm {x 


o 
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证设 /( i )^ r < ⑺，依富比尼定理 


f (jt)Mjt 


r / u ) 

dj ： 广 1 df 


J ( — oo.oo)x(0,oc) 


(、一 oo,oo)x (0 ♦ 


t p ~ x Xu,^) (f (j ： ))dtda: 

^(r^)(/(x))dxldr 


0 


=p {x ：f )dt. 


0 


此题有两处关键 步骤： 

(1) 化 /(1)*= 广 1 山， 从而使之出现累次 积分; 


(2) 使 Z (0,/ U )) ⑴ = (/ Xj ：) 

({x ：f (x)^>t } )* 


) ，从而使 J * 


Xu,^) (/ Cr))dx 


- oo 


这里 h 表示 集合/ 的特征函数. 

例9设 / z >0, 勒贝格可测集 AC [ a ，6]， 则 


2h 


% h 

m(Xn(:r — h^x^h) )dx^m(A) * 

J a 


证因为: r 一 + 等价于 / — A 〈: r <0 + A ，故依富比尼 


定理，有 


2 h 


，b 

一 h ,x + /i) )dx 

J a 


2h 


% ro 1 「厶 f b 

Xah (JT 「 fl .X-f h ) (t)dt = ^rr djr XA(t)x^ — h ,x+A) 

J U J d 乙厂 IJ tJ J tJ 


it)dt 


丄 r 

2 hj a 




dx Xa^OXu h.t^h) (x)dr = ^r Xu-h,t-^h)(^)dx 

J u 乙 H J a J a 


IP 

^2 h \/ A(t)d ^ 


Xa-h,t^h) Cr)djr = w(/l )• 


广 oo 


例 10 设尺是 R 2 上的可测集， = Lv : 若 

m (£., ) = 1/2 丨 ）=1 •证 明： 
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m({y ： m({jo ： (x,jy) )^l/2)>0, 

证由题设知 


[f XE(jo^y)dxdy = \ \ Xe (: V)d：yd 

J oJ 0 J oj 0 x 


X 


m{E x )dx 


0 




0 




2 


dx 


用反证法.设本题结论不成立，即对几乎所有的 > 有 m ( U : 
(: r ，： y ) 6五 } )<~|■，并记^ = { jy ： m ({ x ： ( x , jy ) 6 £ } )< l /2— 1/« } ， 

则 [ O ，1]\0 k 是零集，因而必有 nGN ， 使得 m ( FJ >0, 这时得到 

1 


j 


Xe(x ^y)dxdy 




[0，1]\尸 


7T 




f* 


0 


Xe^ ^y)djrdy'i- 


F 


广 l 


Xe(^c ^y)djody 


n 


w ( [0,1 + — — 


n 


?n(F 


”) 〈音 • 


推出矛盾. 


例 11 在 £：=[0，1] X [0,1] 上函数 / U ，3；) 


y ~工 


2 


(工 2 +y ) r 


证 


r 


明： 




djr 


( 0 * 1 ) 


(( M ) 


f ( x , y ) dy ^ 


r 


( 0 , 1 ) 


f {jc jy ) dx . 




( 0 , 1 ) 


证 ^ FU , y ) = - 2 ^_^, M ^ r F ( x , y )= fU 1 y ). 故 


r 


( 0 , 1 ) 


f ( jOjy)dx = F ( x ^ y ) 


1+， 


r 


所以 




(0,1) 


dy f(x,y)dx 


(0，1) 


( 0 , 1 ) 


i+y 


d^y = arctan3 ； 


7 T 


0 


类似令 G (^ r ，: y ) = — 则― ; G ( x ， 30 =/(: r ，： y ) ，故 


jt z ~\~ y 4 


3 y 


( 0 , 1 ) 


/ ( jt ， 3/) d y = G ( ： r ， 3；) 


0 


1 2 ? 

l+:r 


所以 


* 

dj ： 

/(xjy)dy = 


f _ 1 1 

⑺ 'u ^ 

fo,i> ^ 

(0,1) 

l+l 2 / 


djr 


參 


19] 


籲 



= arctanjr 


0 


从而 


J 




(. 0 , 1 ) 


r 


(o ， i) 


f(jr,y)dy^ 


J 


r 


( 0 , 1 ) 


dy 


fo , i > 


fix f y)dx. 


这与富比尼定理不 矛盾. 因为 /0 r ，； v ) 在 （0，1)乂（0，1)上不可 
积，不满足定理条件. 

事实上，当 0<： rO 时，有 


r 


f(jo,y)dy 


j 


一 y 


2 V 




而 


从而 


y 


|/(jt,^) |dx^ f (jr^y)dx= —, 

(o，n Jo 6 y 






( 0 , 1 ) 


d ) 


r 


(CM) 


|/(x,y) r) 2y^ y 


知 l / CrdM 在五上 不可积，即/0,3；)在£上不可积. 

例 12 设/是 （0， a ) 上的可积函数 ，0<: r < a 时， gO ) 

J f ( t ) C a 

证明： 笑也是 （0， a ) 上的可积函数，且 




f (jo)djr. 


证 因为 


dt 


1/(01 


dx 




j /(/)| d ；< oo . 利用富比尼定理 


交换积分次序，可得 


dj ： 




1/(01 


ci ， 


dt 




1/(01 


dx < oo , 


从而知可测函数发是 (0， a ) 上的可积函数，且有 


gix)dx 




djr 


j 


1(0 


df 




d / 


、 / ⑴ 


dt 






例 13 对 f ( x , y )= e ^ y sin 2 j ： y 交换关于 x ， j /的积分次序，证 


明 


sm 


T ' lno , 


证因为 v 矣 (） 时， 


3 ; 


sin2jrydy 


, Mn 2 y 
• _-- - 


3 ; 


. 等式右边函数在 


■ 
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(0, oo ) 上勒贝格可积•又 | e ” sin 2： oH < e —' 而 e ” 在 [0，1 ]X 
[0, oo ) 上可积，所以 


roc 


o 


dy 


j 


o e-sin2^ = J o d. 


0 


e ~ y sin 2 xydy . 


但有 




e 


0 




2 x 


l + 4 i : 


故得 


2 


e 


y 


sin jy 


Ay 


2x 




o l + 4x : 


dx = 了 ln 5- 


例 14 设£是平面勒贝格可积集，£=[0，1]乂[0，1]，记£^= 
{： v :( 工 ，: ，K = { : V :(工，:如果 m (£: Xl /2 在[0，1]上 
几乎处处成立. 证明： 


mi {y ： ?n(E y ) = 1 } Xl/2 


证 


n 




0 


n 


X E (jr^y)dy 


ri 


dx 


j 


0 


n 


u 


Xe (y)^y 

0 J 


djr ^ 


r \ 


d:r 




o 


记爪（匕 ）= 1 K 用反证法.设 mCS )> l /2, 则依富比尼 


定理，有 


oLJ 


0 


XE(^^y)dy 


j 


djr 


ri 


o 


h(x ， 3；)d 


x 


0 


d > 


J 


Xe (jr)dx 

y 


dy 


> 


s 


Xe (x)dx 


0 


r* 


djy = dy = ?n (S)'>l/2. 

s 


推岀矛盾.故必有 m({y ： m(E y ) = l } )^1/2 - 

例 15 设 /， g 均为 R 1 上可积函数，证明 ：函数 （/*#)(/) 




/G — jr ) gCr ) dr 必为 R 1 上的可积函数，且 


鲁 


#，其中 


co 


/表示/的傅里叶变换.当/，&中有一个函数有界（不一定可积）， 
另一个可积时. 证明： /*# 是 R 1 上的连续函数. 

证根据题设条件，两次积分 

f' -<■ p rc-o —j r^c 「 .. 丫 . 

[d/ d.r= 1/(7) \dt |^(x) |dx<^ 

J ■ - J 1.-..'. 」 J - - J - x ； 
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存在，故 /G-dgCr) 的重积分存在，则 

(/ * g )( t )= fit — x ) g ( x)dx 

J — QO 

是 R 1 上的可积函数.依富比尼定理交换积分次序，得 






e 


lot 


Poo 


f(t — x ) g ( x)dx 


(*oc 


J? ( 了） 


m/ 


CO 


e 


—+ j) 




dt 


dj ： 


，oo 




e ~ ICUC g ( x)dx 


e ^ lat f ( t ) dt = f (a) • g ( a ). 


设可积，则对任何 f 山，记 r^,-/， 则有 


I (/* g) ⑴ 一 （/* ^)(/i) l< \f(x)lg(t — x)—g(t l —x)']\d 






\ g ( x ) — g(x — r ) |d：r， 


V e>0, 取 iV>0, 使得 


M 




N 




\g(jr) [dj^ 


J 


N 


j^-(x) Idj-J <~, 


利用本章第二节例 13 的结论，取^>0,使 kI<3 时，有 


M 


广 N+1 


-N — 


\ g ( x )— g ( x ~ v ) , 


于是，当 |r|<minU，l} 时，有 


M 


\g(x)— g{jc — t) Ida: 


r 




N+l 


N- 1 


\ g ( jc )— g(x — r ) 丨 dx 


+ M 


一 -- 1 


\dx 


j 


N+l 


⑴ Id 


JC 


+ M 


N 


CO 


\g(jr) |dx+ |g(x) |d:r 

J JV 


A4 


N 


OO 


\ g ( jr ) |dx + 




\g(jc) |dj- <e ， 


即知是连续的， 
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第五章微分与不定积分 


第一节单调函数的可微性 

主要内容 

1. 是一个区间族，若对任意的: r 6£ 以及 
c > o , 存在 /„ er ， 使得^6八， |/ a |< e , 则称 r 是维他利 （ vkdi ) 意 
义下的一个覆盖，简称为£的维他利覆盖. 

2. 维他利覆盖定理设£0^且 m* (£)<oo. 若 r 是£的维 

他利覆盖，则对于任意的 e >0, 存在有限个互不相交的 /, e 厂 0- 
1，2,…， M ) ，使得 


w *(£\ U / J < e . 

j— 1 

3- 设 / Or ) 是定义在 R 1 中点: r 。 的一个邻域上的实值函数，令 

D +/ U 。） = “ l ^+ h )~/ U 0 ) ’ 

“0、 h 

D "工 lim 乙(― : 0+A)- ’(:。) 

\JOo / —— illli r » 

^ h 

门- /v 、 r ~ /(工0+八） 一 / (工 o ) 

D j {x 0 j = hm - T - ， 

A .0- ^ 

r\ f/ \ r /( 工 o + 办） 一 /(:o) 

U-j \x 0 ) = hm - ； - 

分别称为 /(： r ) 在 x 。 点的右上导数，右下导数，左上导数，左下导 
数，总称为狄尼 （ Dini ) (导）数. 

/>V(Jo)>D+/( ： r 0 ) ， D~f(x 0 )>D-/Lzo), 
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D + ( — /) = —£)+(/) ， D~ (-/) = -D_(/). 

若此四个狄尼数均等于同一有限值，则 / U ) 在： r 。 点可微，•若 
D + /( x 0 ) == D + / O d ) 为有限值，则 /(: r ) 在的右导数存在；若 
£)一/0。）=乃_/0。）为有限值，则/0：)在 1 3：。点的左导数存在. 

4. 勒贝格定理若 / Cr ) 是定义在|>，幻上的单调增加（实值） 
函数，则 / Cr ) 的不可微点集为零测集，且有 

J a 

5- 富比尼逐项微分定理设{人 Cr )} 是|>，6]上的单调增加 

CO 

函数列，且 X ； y ；0 r ) 在上收敛，则 

1 

I co OC 1 

石 ( 2 人 ⑴ ) = S 石 / n (x) ， a, e. ， : r6[u ， 6]_ 

n =1 n =1 

疑难解析 

1. 维他利覆盖定理有什么意义？ 

答 维他利覆盖定理的意义相当于数学分析中有限覆盖定理 
的意义.维他利覆盖定理指出且 〆 （£)< oo 时，对于任 
意的 e >0, 一定可以从£：的维他利覆盖 r 中取得有限个不相交的 

/.er ( j = l ，2, …，”），使得 

1 

2 - 勒贝格定理说明什么问题？ 

答 在数学分析中，连续与可微的关系是大家熟悉的，在 R 1 
上的某个函数在某个点可微，在该点必然连续.反之则不然，维尔 
斯特拉斯还给出了处处连续但处处不可导的 例子： 

v>'. 

Wix) = ^ h n cos ja n Kx) ? 

ri ■- 0 

其中 6 是一个奇数， 0< a < l ， M>l + 37 r /2. 

勒贝格定理是对单调函数而言的，它指出 ：单调 函数是 JL 乎处 
处可微的.而且一般说来，这个结论是不能改进的. 
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方法、技巧与典型例题分析 

例 1( 富比尼定理）设 {/„} 是 [a，6] 上的一列单调增加函数， 

oo OC 

而且 S 人 （ T ) 在[〜幻上处处收敛于/( X ), 证明： 尸=在 

1 n= 1 

上几乎处处成立. 

证可设 / l ( a )=/ 2 ( a )=^“ = 0 ,否则，用 {/„( X )—} 代 

n 

替 {/ n ( x )} 即可 • 设级数部分和义 Cr )=；^/&)， 显然&，/都是 

1 = 1 

单调增加函数，所以除去一个零集外，导数/； (: r)，/ 2 U)， …， 

/’ O ) 都存在. 由于又 （ J ：) ( x ) = f n ( jo ) , f { jr ) — S n ( x ) == 

OO 

S /&) 都是单调增加函数，它们的导数如果存在，必是非负的， 

m +1 

故 时， SUUXsUxX / Cr )， 即是单调增加的有 


界数列，必有有限极限，也就是 L/(:r) = HmSlCr) 当: re£ 时是 
收敛的_因此只需证明，存在一个子列{<}，有 lim<Cr )=/0 r) 

* oo * 

几乎处处成立 - 


因为 limS„(6)=/(6)， 对于 々GN , 取〜使得/(6)—又 

n — ►oo * 

1/2M 旦是 /— \也是单调增加函数，且/02)=又>)=0,所以 


2 {/(:)— * 5 、 (: r ) 2 {/(b)—Sn k (b) Y ] 

*= 1 务=1 4=1 



OC 

即级数 n(/— 乂,）是由单调增加函数列 {/— 又/所构成的收敛 

n — 1 

级数. 应用关于 S 人的结论于 S (/— \)上，得 Svg ) — 

1 

•Sl^xMCoo 几乎处处成立.由于收敛级数的一般项趋于零，所以 
1 U) = / Cr) 几乎处处成立， 
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例 2 设，有函数 


/Or) 


axsin 2 (l/x)-\-bxcos 2 (l/x ) , 

0, 

,a f xsin z (\/x) +^xcos 2 (l/x), 


x >0, 

x=0, 

x<C0. 


由于在区间点中 ， cos 士及 sin 士可取 一 i 与 +1 

之间的一切值，所以 

O + /(0) = sup(asin 2 ^+6cos 2 ^) ~b. 

0 

类似可求得 D +/(0)= a ， D -/(0) = a ，D — /(0) = b r • 

例 3 对 U ,6) 中任意的零测集，可以作一个在 [ a ，6]上单调增 
加的函数/，使得: r €£： 时，有 

证对任何 neN ， 取开集 (；„ ，使 £( 二 G „， 且讲(<^)<1/2”，利用 
G n 作函数/„: 

/„(j ： )=m(G„n [ 口，了 ])， W = l ， 2, … 

为验证人是单调增加函数，且对一切:^[〜6]，八(1)<1/2%再作 


/( X ) = [ a ，6] ，/( JT ) 是单调增加函数.对于固定的 

W = 1 

工6 £和 N 6 N ，取5>0，使十 (^ CIG ^ ，n = 1 ，2，…， N , 不妨 

设 O —5 ，x + 3) CI ( c 2 ，6)，则当 | A 丨 时，有 


/„(JT + A ) — / n ( JT ) 


从而 


h 


/Xx + A )— /(JT) 




N 


1， 72=1，2, …， N _ 




h 




人 (X + A)—/ n (x) 


n=\ 


h 


N. 


由 W 的任意性，即得 / U )= CK 3 


例 4 eix ) 


1， x >0， 

0 ， ^<co 

在[一 1，1] 上不满足牛顿-莱布尼兹公式. 


证 M 然 W (义） = 0 (1^0) ，因此 少（: r)dx = 0.但是， (9( 1 ) 


- 1 


―沒（一1) = 1，所以 


# 
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& (x)dx^^(l) — — 1). 


— 1 


1 ， x>0, 


例 S 考察符号函数 /( x ) = sign (: r)=H 0， 1 = 0,在 j : = 0 




1， x <0 


处的导数. 

解 


lim 

4 

0 1 


f — /(0) 

x ——0 


lim 

o 4 


1 


X 


Iim / U )-〈( o ) = Um 

x — 0 x 


: r—O 


x^O 




■ r +0 


x —— 0 


j—0 


X 


lim /U) ~{ (Q) = lim 

x —— 0 


x 


T^O JT-^O 

故 D + f ( 0 )~ D + f ( 0 ) = D ~ f (0)= D -/(0) = °°, 即 /’（0) 




例 6 设 / 是[〜6]上的单调增加函数，它取得[/(^)，/(6)]中 
的所有数作它的值. 证明： /必是 [ a ，6] 上的连续函数. 

证用反证法.设/在 x = c 间断，则两个开区间 
(/( £ ：一0)，/0))与(/( < :)，/0 + 0))中至少有一个在映射/下的原 
象是空集，与题设矛盾，故/必在1>，6]上连续 • 

例7设£是1>，6]上无处稠密的正测度闭集，在[^，6]上作严 
格单调增加的函数 / Or ) ，使 / U ) 在[«，6]上处处有连续导数，且在 


集£的一切点 /( x ) = 0. 

证构造一个连续函数 < P =^ Or ，£：) (£ 是直线 H 上的非空 
集，可以证明 ^ Or ,£) 在任一点连续），在集£上等于零，在£ 




X 


外为正值.记 /(* T ) = f (/) ck ， 则对一切 : r e [“，6]，有 f (* t ) 


u 


<p(x). 特别地，对一切同时， /(X) 是严格单调增加 
函数.事实上，若取 A ，: r 2 e [ a ，«， 在这两点间存在一不含集£中 
点的区间 U ，/?)， 则 
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f J 2 

fix 2 )—f{x l )= <p(t)dt^ (piOdt — ^ic) (/?—oO_ 

J JTj J a 

其中 a<c<^. 因为 c 6 £ ， 则炉 ( c ) >0 ， 所以 /(: r 2 )>/(々）. 

例 8 设 / 是 [ a ， fr ] 上的可测函数， ECbj ] 是可测集，且 / 在 

E 上可微. 证明： m * (/(£))< I /' ( x ) | dr . 

J E 

证将 £ 作如下 分解 : V C>0 , 作 
E n = {x ： \y—x I <l/« 时，有 

|/(^)-/( x )|<( M + e ) b-d } ，则 
E „ CZE „ +1 ， f (£ jCfD 利用第二章第二节例 10 的结果，知 
limm* (E n )=m # (E)，limm # (/(£))• 

rt 一 * 'GO /(—► oo 

于是，取 ( a ，6) 中覆盖五„的开区间列 {/„,*}， 使得对于 A = l ,2, …，有 

1 00 

ry \ ( U < ―， y ] m # ( E n ) + e . 

n tr x 

当: r ，3^£ n n /",* 时，有 l / U ) — /(>0|<( M + e ) mU „.*) •从而有 

CO 

(/(E„))=m # (/(E„n U (/(£«f]U) 

• k=i 

oc 

<(M+£) X ； ⑺ （ U<(M+ e )(m(£„)+0. 

>=i 

即证明对 [ a ,6] 上的/，^〔[〜^^，如果/^:^在^:上存在，^^ 

|/( 工） |<M ， 必有 〆 （ /(£))<Mw* (£)• 

利用上面已证明的事实来证本题的结论.因为/是£：上的可 
测函数 ，V e >0, 作集合列 

E tJ — {^： (n— 1X |/’ （ x) | ^.ne } , n = 1 ， 2，… 

则 7n(f(En)Xme • m((/? — l)s • m{E n )+e • m(E n ) 

^ I/ 7 O) |cLr + e • m{E n ) , 

cc 

从而 7〆 (/(£) )^ V) m " ( f(E fi )) 
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■ 


oc 


^ Y] \f(x) Idx + e T)m(£ rt ) — |/ f (jt) |dx + e • m(E). 

n-l ^ £ n=\ J £ 


由 e 的任意性，即得 (/(£))< 


\fix )|dx 


E 


例 9 证明 ：存在 [0，1] 上的严格单调增加函数 / Cr )，/(: r ) = 

0， a . e. ，: r G [0 ， 1]. 

证令 （ o , i ) nQ = {&) ，作函数列 

{ 0, 0< x < r ri , 

/ n ( x )=^ (n = l ，2, …） 

U /2% r « l ， 

易知 /,, Or ) 在 [0，1] 上单调增加，且 / lCr )=0, a . e .: re [0， l ]. 作函 
数 


fix ) = 

n = 1 

可见 /(X) 是 [0,1] 上严格单调增加函数，且 0</( x )< l . 则依富比 
尼逐项微分定理，有 


/'(，)= 2/1 ( 了 ) = 0 ， a. e. ,.r G [0 , l]. 

t\ = \ 

例 10 设 /6 C (( — oo , oo )) ， 且令 

/r (x) = /(.r + /) — /(JT ) ， 一 ⑻ 〈 X，/ 〈⑺. 

若对任意的 /6 (―° 0 , 00 )，乂 (> r ) 对 Jr 6 ( — 00 , 00 ) 可微. 证明: /( X ) 
在（― oo , oo ) 上可微. 

证 U ) V y ，* r "= y+K — ㈤ ，有 

/(?’ +/；) —/(>〃) /(? 十 /+/?) —/O' +/) 

_ _ . . … - - - •■- 

h h 

— f ( jc f ^ t -^-h ) — f -\~t) — [/(.〆+/?) — f \x f ) J 

= ■ 

J, f O’ + h ) —f( x f ) 

/(/+/，）一/(/) 

1 '~■~■ - —■ - —• . ■ ■ ■ ■- ― *■ I i— ■■— . . u- ■ ■ - n—F-r- ■ ■■ 

h t h ^ 

故有 /片 /(_ r ") = /(. 〆 ）+ D 圭 /( . 〆 ）. 
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且由 /(: r ) 在一点可微推知 /( x ) 处处可微， 

(2) 3常数是以及 X ,，使 则 V X = . r 1 

+ / ( — oo , oo ) ，有 

# 

D -/( x ) =/ t (xO + D _/(. ri ) + D + /( x 1 )= D + /( x ). 

(3) 不妨设 /( x ) 不是上凸函数（则无可微点），于是存在区间 
[…^^使/^^位于点^/^”与点…/“”連接线的下方，若记 

F ( jc ) = fix ') —lx ^ /=[/ ⑹一 /( a )]/ ib — a '). 

则易知3 使得 FOr ) 在 x = x 2 处取得最小值.由此 得出: 

D - F ( x 2 ) <0,即 ZT / U 2 )</； 

D + F ( ： r 2 )>0 ，即 D + f ( x 2 )> l . 

从而知 V (―⑺， 00 )，有 

D~f ( 0 :)^ 0 + fix ). 

(4) 综合上述结论，可得 V : r 6( — oo , oo ), 有 

D - f ( x ) = D ~ f ( x ) - Z ) + /( x ), 

即 / Cr ) 有意义，从而 / U ) 有可微点. 

第二节有界变差函数 

主要内容 

1. 设/是定义在 [ a ,6] 上的实值函数，作分割 D : a = x 0 <! xi<C 

n 

…〈1” = 厶，记 V fixo ^ Xi ，… ， x n ) = E I / U ) — /(4 ! ) I •如果对一 
切分割 D ， 有 

supV /( x 0 r 】 ，…， x ， t )< oo ， 

D 

则称 / 是 [«，6] 上的有界变差函数，并称 

b 

V (/) = supV / ( ， (” 了 i ， … ， jr„) 

D 

为 / 在[“，幻上的全变差.其全体记为 /?v ([〜/;]). 
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2 . 有界变差函数有以下 性质： 

(1) 若/是0,6]上的有界变差函数，则 / Gr ) 必在[>，6]上有 
界； 

(2) 若/是 [ a ，6] 上的有界变差函数，则/在 [ a ，6] 的任一子区 
间上是有界变差函数;若 a < C <3，/ 分别是[^，^[^，幻上的有界 
变差函数，则/是上的有界变差函数，且 

If ^ ^ 

v (/)= v (/)+ v (/). 

a a c 

(3) 若 /， g 都是 [ a ，6] 上的有界变差函数，《，/?是常数，则 a /+ 
•都是 [ a ，6] 上的有界变差函数.即构成一个线性 

空间. 

3•约当 ( Jordan ) 分解定理 [ a ， 6] 上的任一有界变差函数/ 
必可表示为两个单调增加函数之差.即若当且仅当 
f gix)—h (>) ，其中貧 ( jt ) ,/z O ) 是 [ a ，6] 上单调增加函数- 

4. 有界变差函数的不连续点至多是一个可 列集; 有界变差函 
数是黎曼可积的；有界变差函数几乎处处有有限导数;有界变差函 
数的导函数是勒贝格可积的. ‘ 

疑难解析 

约当分解定理有什么实际意义？ 

答 约当分解定理 指出： /( x ) 是 [ aj ] 上有界变差函数的充 
要条件是 /( x ) 可以表示为两个单调增加函数之差. 

充分性是明显的.因为 [ a , 幻上的单调函数必是有界变差函数 
(证明见例1)，而两个有界变差函数之差仍为有界变差函数. 

.必要性可以通过构造函数来实现 • 作函数 

g ( jr )~-~ { V (/) +/(* r )}， h ( jc ) = ~- { V (/)—/( x ) }. 

u a C a 

则由有界变差函数的性质知，当时，有 

|/( x )-/( y )| V (/)= V (/)—◊(/)， 

jc a a 
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故 ◊ (/) + /( x)<v (/)+/(/ )，◊(/) -/(. r)<V 

a o ^ a 

即知 g(x) 与 /iCr) 都是单调增加函数，且 

/ (x) =g(x) — h(x). 

-要指 出：约 当分解不是惟一的. 

有了约当分解，我们可以把对有界变差函数的研究转化为对 
单调增加函数的研究，从而将关于单调增加函数的若干结果推广 
到有界变差函数的情形. 

方法、技巧与典型例题分析 


讨论有界变差函数问题，首要的是要找出一个分割，将函数构 
造成有界变差函数.其次是利用约当分解定理，化有界变差函数为 
两个单调增加函数之差，利用单调增加函数的一些结论来证明有 
关命题. 


例1 [«，6]上的单调函数必是有界变差 函数. 


证只需证明，对任何分割/)，恒有 V (/)< M (常数).可设 

a 

/ U ) 在1^，6]上单调增加，取似=/(/;)—/0), 

对 [ a ，6]作任一分割 I )，使得 h 则恒有 


v (/)= X) i/h+i)— /( 工 '） I = ^] [/(%+ 】）一 /( 々 ）] 

ti ^ 1 


=7 (x„) —/C.r 0 ) = = /(6) —/(^) =M. - 

从而知 /( J ") 是 [ tj ，6]上的有界变差函数. 

例2设|>，幻上的函数 / Cr ) 满足李卜西兹 ( Upschitz ) 条件， 
即存在 e >0, 使得对任何: r ，./6 [〜6]，均有 |/(. r )-/( y ) j < 
c\t~x' I ，则 /( X ) 是 [ tf , 6] 上的有界变差函数. _ 

证设 r 满足李卜西兹条件，取则对[〃，6]的任 
一分割/)，恒有 



n 




c I 了, 4 



1 — 、厂， 


# 
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n — 1 


〉 j ( JT, + 1 c^b <2 ) = A^f * 


f ™ 0 


例 3 说明 ：连续 函数不一定是有界变差函数 • 

(jrsind/x ) , OOCl ， 

解设 / Cr ) = 

10 , x = 0. 

显然/是[0，1]上的连续函数，若取分割 Z ): 


x 0 = 0， 工„ = 1， 

•r, = l/[(w 一 1 一 z’)7t + 7r/2] ， i: 


，2，… ， n — !_• 


则 V /( xq ^ X ] ，"•，：《)= 2 l ^ sind / x ,) — (: rH ) sin ( l / x , — 。1 


n-2 


>s 


k 


々 7t + 7t/2 (是一 l)Tt + 7r/2 


>fgf 


但是 Um 乂 4 - = oo , 所以，…， 4)=00. 即 / 不是有界 

n—oo t , K D 


it — l 

变差 函数. 

例 4 函数 / Cr ) 为有界变差函数的充要条件是存在增函数 
0( x ) ，使得当 • r 2 >: r i 时， 

证必要性设 / Cr ) 为有界变差函数，则由约当分解定理， 
存在单调增加函数 f (: T ) 和 gO ) ，使得 / O ) = $?(： C ) — g ( JT ). 

令 0( jt ) = 9?(: c ) ，则 pCr ) 为增函数，且对，有 

充分性令 9?(: r ) 二^了），^■(: /( jt ). 因为 〆 : r ) 为单 
调增加函数，且对任意，有 

g ( x 2 )— g ( jri )=( p ( jz )—( p ( jr } ) — ^f ( x 2 )—/(./'! )]>0. 

所以贫(1)是单调增加函数，而 /( x ) = ^ t )—#( t ), 从而知 / Cr ) 可 
表示为两个单调增加函数之差，故依约当定 g ，/(.： r ) 为有界变差 
函数- 


• 205 • 



例 5 证明 ：函数 


f x 2 cos (丌 /x) ， 0<Xl ， 

/(1) = 

lO ， x=0 

在 [ o ， i ] 上是有界变差函数. 

证因为 / Cr ) 在 [0,1] 上处处连续，且在[0，1]上的一切点有 

导数 

1 2 工 cos (tt/x)+ 7rsin(7t/jr) , ， 

/’ ( j :)=( 

I 。， 

显然尸 Or ) 在 [0，1] 有界，即 

|/^ (j：) I = I 2 j:cos(tt/^) +7rsin(7r/j：) | 

^ I 2-xcos(7r/x) I + \xsin(n/x) |<2 + 兀， 

而具有有界导数的函数是有界变差函数(见例 7). 

例6求下列函数的全 变差： 



(1) /( 工） = 《 5, 


0 ^ jt<C 1, 

x= 1, (2) f(x) 



lx + 3, 1 〈: 

解 （1) 因为 /( i ) 在 [0，1] 上单调增加，故 


x = 0, 
0<Cr<l ， 


x 



V (/)=/( 1 ) — /(0) = 5, 

0 

又由有界变差的定义得0 (/) = 2,故 

1 

V (/)= V (/) 4 V (/) = 2 + 5 = 7. 
0 0 1 

(2) 对[0，1]作分割 D : 

0 = :r o Ti<"_ 〈 jt« = 1 ， 


rt 

则 E i / u)-/u 川 

i = \ 

= 1 /(^!) —/( X 0 ) I + { |/( X 2 )— /( 了 1 )丨 + … 

+ |/(^V -.】 )~ fix n - z ) I } + |/( ， ,, ）一 /(Jv t) 1 
=(1 —: r ] ) + { x „ - 1 — . 1 ) / + {5 一 (1 ― J '„- 1 ) } 
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由于文; 1/( X ,)—/ U — i ) l 可以任意趋近 BPsupS 1/^^- 

… i , <= i 

/( 不 —i) 1 = 7, 故 V (/) = 7. 

0 

例 7 证 明：在 [ a ,6] 上一切点有有界导数的函数是有界变差 
函数. 

证设在 [ a ，6]上处处有 \f ( x ) |<从，则对[«，6]的任一分割 

依拉 格朗日中值公式有 

|/(j ： i) —/(jt>^i) I = |/ ； (^) Cx> —x*_i) 丨， 

其中所以 


n n 

2 1/( 工々 ) 一 / (工卜 l) 1 < ^jM\x k —Xk-\ 
k =\ ^ 1 


n 

<ZM I Tk — xjt-i I = Mib — a). 

k = \ 

从而知 / Or ) 在 [ a ，幻上有有界变差. 

例 8 问下列函数是否[0，1]上的有界变差 函数： 


⑴ /( x )= | 刻" 2) ， 0< 说， 

10, x = 0 ； 


f jr 2 sin(l/^) , 

⑵尽叫 


0«1， 
x = 0. 


解 （1) /不是有界变差函数 • 对于分割 D : 



vi <1. 


相应的 V /(工。，了1，… ，工 《 ) = sinl +冬去+ j 十 … -f w ^_ 1 ) ，从而 

*^ \ 6 0 Lfl —丄 / 

SupV "/( I 0 ， JT " … ,, r „) = oo , 

D 

(2) g 是有界变差函数.因为 


( 2isin( 1/ 了）一 cos(l/:r ) ， 

， ( 叫 0 ， 


o<Xi ， 
、 r=a 
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而 I〆 （ x ) I < 丨 2 :r 丨 | sin ( l / jr ) | + | cos ( l / x ) | <3_ 则依例 7 知，足为 
有界变差函数. 

例9设/定义于!>，幻，且对任给£>0,有^ (/)< M ，其中 M 

a-\-£ 

与 e 无关. 证明： /是 [ a ，6] 上的有界变差函数. 

证先证/在 [ a ，6] 有界.因为，对任何 _ re [>，6]， l /(: r )|< 

|/(6)丨 + 1/00 —/( X ) | < 1/(6) I + V (/)< I / O ) 丨 + M ， 所以，/ 

a 

在 [心幻 上有界 - 

又对 [ a ，6] 的任一分割 D:a = z JL 0 <^ Xl < i • ,, < Cx „ = b . 

V jixo ^ Xi ，..•，:*%)= |/(xi )— f ( x 0 ) \ +y /( X 】 ， JT 2 ，…， A ) 

^|/(^ 0 )|+|/(^)| + V (/) 

X 1 

<I/(“）1 + I/( 々） I+2M. 

从而， / 是有界变差函数. 

例 10 若{/,,(工 ）V = 1，2,…，且 

a 

lim /„( x ) — fix ) , PJ / O ) G BV[^a , b ]. 

I 

证对 [ a ，6] 的任意分割 D ^ = = Xo < CjT 1 < C b "< Cx „=6, ^ 

V (/)— XI 1/(了》)— /( a - i ) 丨 =XI H m I 人(二)一人 ( i - i ) I 

a . n—*-oo 

t ~ \ i ~ l 

n 

= lim D \fnijr l )—f n {x t ^ l ) KM- 

i=i 

由分割的任意性知， 0 (/)< A /， 即 /( x)G BVla^bl 

例 11 函数 /(： r ) 在 [0，1] 上有有界变差. 证明： F (. r ) = 
fiax -\- b ) ( a 〉0) 在 [— 6/ a ，（1 — 6)/ a ] 上有有界变差，且 

1 (\- b)/a 

V (/)= V ( F ). 

0 ~b! a 

证用反证法.设 /(w 十 6) 在 [—6/“，（ l —6)/“] 上有无界变 
差，则对任意 iV 6 N ， 对[-4/心 （]—6)/ “]作分割 D ,,- hta = y ,< 
• 208 • 



: yi <〜< : y „= (1—6) Az ， 使得 (: y *)— dl 〉％ 

*=i 

现用点6=町*+6,0 = (。<60*<6=1作为 [0，1] 的一个分 
割，则 


n n 

2 1/(G)—/(D I = 2 \f^ a yk J rb)—f{ay k ^ x J rb) | 

A — 1 i ~ 1 

n 

a = j 

由此可知，若/^(1)在[— 6/ a , (1 — 6)/ a ] 上有无界变差，则 /( jt ) 在 

[0，1]上也有无界变差，与假设矛盾. 

例 12 证明 ：当且 仅当集£(二[«，幻只有有限个边界点时，集£ 

的特征函数 h ( x ) 在 [ a ，6] 上有有界变差. 

证若£只有有限个边界点，则 ACr ) 在任意开区间上有有界 

变差，这是明显的.现证明若£有无穷多个边界点时， ACx ) 在 

[ a ，6] 上有无界变差.对于任意 weN ， 从(《，6)中的一切边界点组 

成的集中选出 W 个点并按其递增的次序排列 

< b . 对这些点作两两互不相交的 邻域: 1)(^)，1)(1 2 )，…， DCr , v )， 

且在这些邻域的每一个中取一对点6和 I ，使则 

b 

V %£( 工 )> \Xe(V^~Xe(.^) i =N, 

J r = l 

于是，函数 hCr ) 在线段 [ a ，6] 上的变差可以大于任意预先给定的 
自然数 W ， 所以，变差为无穷. 

例13设/是 [ a ，幻 上的有界变差函数，证明 ：惟一 存在在 U ，6) 
上右连续的有界变差函数 g ， 使得 （1) 在 （ a ，6) 中/的连续点上， 

f(jr)=g(j -) ; (2) f(a)=g(a),f(6)=g(b)i(S) V (尽 XV (/). 

U U 

证对 ( a ，6) ， 取牙 (: r )=/( j ： + 0). 

(1) x t _6 是 f 的一个连续点，由于 /(： ro)=/(:ro + 0 ),K 

以就有 #(>。）=/(办+0)=/(1。），即 /(. r ) =尽(了）在 （ a ，6)中 / 的 
连续点上成立. 
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(2) 再证 g 在 U ，6) 上右连续.任取：对任何 e >0, 必 
存在&>0,当工6 ( x Q ， xo +3) 时有 

f (工0 + 0) — £< c /( x ) < C /( j"o ~(~0) + £， 

对 (:r Q ，Xo + 5) 中每个点 x， 只要取:》:„6 Cr，x。 十 $) ，且 A—：)： ,则立即 
可得 /(Xo + 0) — e</(:r + OX/(:Co + 0)+e， 即当 x 6 (x 0 » jt 0 + ^) 
时， \ g ( x ) — g ( x 0 ) I <e， 亦即貧 在 jc 。 处右连续，由的任意性知， g 
在 U,6) 上右连续. 

(3) 因为对 [a ,6] 的任一分割 = Xo <&<>•• 0„ = 6,再取 

: y , ，使％〈 3 /,<工, + 1 ，，■ = 1 ，2 ，-..,w —1. 由于 V "/(々，力，… , y „- i <, x „) = 

V (/)，若令: y ,— ;，则从上式及^ •(■ r ,)= lim /( > y ,) ，就有 V fixotXx , 

a 

…， (/). 从而知 ◊ (片)<0 (/)■ 

a a a 

满足条件的 g 显然是由/惟一确定的. 

例 14 若 /( x ) 是 [a J ] 上的有界变差函数，且 /( x )> c 在 
[ a ，6]上处处成立.证明 ：函数 1//(>)在 [ a ，6]上也有有界变差. 

证对 [ a ， 6] 的任一分割 D : a = ： To <: r 1 0.*< x „ = 6, 因为 

1>，|/(工,-1) 



n 


=S 



/(;) 丨 • I / O ,— i ) I 


<； 公 i f ( X 1 ) — /(x, -!) 

I =-1 C 

XI 1/(:,) —/( A—i ) I _ 

c ~, 

取上确界，得 f J ^ y <^ V / Cr ). 从而知在 [ a ，6] 上也有有 
界变差. 

例15证 明：若 /(^)在[〜 6] 上有有界变差，则 |/ U ) | 在 
[«，6]上也有有界变差. 

并问 ：反之 是否也成立？ 

证对 [〃 ，&] 作任意分割 D : = 6,利用绝对 




4 


值不等式 la —剿 — |/3|， 得 

SI I )|-| !) I i < 2 I - 1 > I < V (/) . 

i - 1 J = 1 a 

所以， I/Or) I 在 [a，U 上有有界变差，且 0(m )<◊(/)• 

a a 

反之不成立，例如，函数 

r/ x 丨 一 1，了为无理数， 

/(X)== I i , 1为有理数. 

则 |/( x )| El ， 所以 |/ Cr )| 在 0,6] 上有有界变差，但 / Cr ) 在[«，幻 
上显然有无界变差. 

例16设/是 [ a ，6] 上的有界变差函数，证明 ：几乎 处处有 

V (/) = \f ( x ). 

证’对任何，作分割丨 n ) 0”<： ri n 〉=6，$$ 

n 

v (/) - S i /( 4 ))—/ W —)!) 1 <去* 

a j Lt 

作函数 

r 0 y x = a , 

fAx) =< /( ： r)+Ct ， x\ fl 2 l ^x^Xk t) , 且， 

,—f(x)^C kt J ： l n ^y^.jr^j ： i n) , 且 /(J：^ 5 ))</«') ， 
其中 CV 依次取值使 /„Or) 在各分点合乎定义，则 

. |/( x * n ) )—/( xl _ i ) S ~f ( xi n) ) —/( x *-\) 

D !/) — / d) l) I =f r ,(b) 

V (/) — 

^ Z 

现证 ^〈 J ：' 时 ， v (/) ^fn ) — f u ( x ). 当 * r ， y 同属 [: rW 

J 

时，上式显然成立；否则 

v (/)>|/(/)一 /( 4 , 1 +…+ i/ur )—/(，）丨 

Z 

=1人(7’）一人(了 f) I +…+ |/,XrH— 人 o) 
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^ I 人 ( 了 ')—/„(x> i, 


即 ◊ 00 —人 ⑴单调 • 因为 0 ，所以 2 < V (/) 

a a O n a 

/ n (： r )) —致收敛. 

由富比尼逐项求导定理，得 


lim 


n 


di I 


v (/) 一 /!( 工 


— 1 


0 ， a. e.. 


又依定义，几乎处处成 立 /Cr) = ±/ Or). 因为 (/)>0 ,所以 


d 


X 




V (/)= |/’ （ : r) | ， a, e. 


jr 


例17设/是上的有界变差函数， 证明： /与 V (/) 有相 


a 


同的右（左)连续点. 

证 当 、 r < : t " 时，由 


X 




J 


/ (jr) —f(x f )\—Vf{XjT f )^\/ (/) = V (/)— V (/) 


X 


a 


a 


JL 


知 ， V (/) 的右（左)连续点必是 / 的右（左)连 续点. 


a 


反过来，若 f 是/的右连续点则 V e >0,3 0< d^b 
— 使得当 ：re G 彳 +6) 时，有 |/(, r )—/(0|< e /2. 又在! ^ J +6] 
上任取一分点组^ + 6,使得 


n 


S 


$~{-b 

|/(^ ) 一 / (1 — 1 ) I〉^ (/) — 


e 


这时，有 


x 


e-h/> 1+6 

V(/)= V(/)~V(/) 




$ 


n n 

< 2 I/( ， ,)—/(:, ， i ) 丨 + + — S l/u — /( 


JC t .. i 


e 


+ |/(^ i ) — f I 〈£ ， 


从而.当 € ( S，Ti ) 时，有 


m 
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v (/)- v (/)| = y (/ x . 


JC 


所以 f 是 V(/) 的右连续的点.类似讨论左连续的情形. 


a 


例18设 /6/ X!>，6])， 证明： F (: r)= V(Odi 的全变差为 


a 


b 




V (F)= \/U)\dx 


a 


a 


证对 [a，6] 的任一分割 1) : “ = 1。<了 1 <0“<:^=6，有 


y^I \F{x t ) — F(xi i) 1 = ^ \f(t) |dr. 

1-1 J h Ja 


即有 


b 


、b 


W)< 1/(/) Id/ 


a 


a 


考虑若 S 为 [a，6] 上的一个阶跃 函数: 


n 


s( ： r)= 2d'— r 'o ( 工）， L a 


其中 G 为 1 或 一 1，则有 


5 {t)f(t)dt = y^jCj ‘ /(e)dt^ ^ f U)dt 

a : _ i J jr^ * - _ I 


n 


① 


= 2 iFCx.O-FU-^KV (F). 

i-i " 

故我们在 0,6] 上取一列阶跃函数{⑹，使 {%} 几乎处处收敛于， 
再利用{%}作阶跃函数列 


d(jr) =sign 蚪（ : r) ， n = l ， 2，-"* 


则有 




h 


S „( x ) f ( x ) dx<y ( F ). 


u 


il 


另一 1 方面又知 lim 乂 , （ :r)/(jr) = |/( 了） | ， a. e _ ， 




故，依控制收敛定理，得 


| / i:r) |d.r = lim S t{ ( x ) f (x )dx^ V CF), 


Li 


综合①，②即得 


h 


'h 


v un = \/ u )\ dj . 


u 


a 
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X 


例 19 设/是 [0， a ] 上的有界变差函数，证明 ：函数 F ( x ) = 
也是 [0， a ] 上的有界变差函数_ 

3 

证由题设知，/是有界变差函数，故必可表为两个单调增加 
函数之差.同时，必有常数 o 使 /- A — / 2 + o 其中 A 与/ 2 均为单 
调增加函数，且则有 


Cx 


Fix ) 


x J 


0 工 


V 2 ⑴ 山 + c . 


0 




这时，设 / 是非负单调增加函数，当 Fl ，2 时，证明/,⑴ dz 是 

x 

有界变差函数. 


因为绝对函数之积仍为绝对连续函数，所以 i /( Ock 在 


X 


,T 


a 


[ ew ] 上绝对连续.由于在 [ e ， a ] 上几乎处处有 


d 

1 

ax 


x 


\ ^ j 


r2 ocf (jo ) — 

/(/)dn —- : 

0 / X 


Cx 


- -> 0 , 


x 


可知丄 /( Od / 是 [ ad ] 上的单调增加函数_由于 e 可取小于 a 的 

X J 0 


X 


n 


X 


正数，所以 i 又是 （ o ， a ] 上的单调增加函数*再利用 （0 w ] 


0 


上的积分丄 vx /) d /> o , 可知丄「/(〖)&是 （0 ⑺]上的有界变差函 

& 0 


0 


数 


例 20 设 / eBV ([ a ，6])， 证明 ：弧长 


h > 


'b 


a 


/! + [/’ （ : r)]M:r 


证以 Z/( ： r) 记曲线 jy = /(:r) 在 [d ，: r] 上的弧长，则对 


<6,有 


If 、 y) — If( jc)^ ^/~iy —，） 2 + [/()，）一 f i 工 )J>0, 


即 //(X) 在 [a ，幻上单调增加.由于 


/ f(y) —/ / (t) J / ( y — j ) ^ 





0 
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故 

从而得出 


4(:)> /1 + [7’( 工 )7, a.e. ， [a ,6]. 


Z /00> 




l /( x ) dx ^ 


a 


b 


a 


V 1 + [/ f (: r)]M ： r_ 


第三节不定积分的微分 


主要内容 


r 工 +a 


1- 设 /€ L ([ a ，6]) ，令 Fa (: r )= /⑴ cU (当 : rG [ a ，6] 时，令 


X 


/ Cr ) = 0)， 则有 


lim 

A^O J 


r 办 


\F h (x)—f(x) ldr=0. 


a 


r. 


I 设 / eL ([ a ，6])， 令 / ⑴山，文€1>，&]，则泸（工) 




a 


fix) ^ a.e. ， [a ^b]. 

若，则对 [ a ，6] 中几乎处处的点: r ， 有 


rh 


lim 下 
A-^0 fl 


J 


|/(x + A)—/(x) |dLr = 0, 


0 


将满足等式的点: r 称为勒贝格点. 


若/6厶(|>，6]),则称 £/(Odf + c 为/的不定积 

分. 

3 - 设 /， g 均为 [ a ，6] 上的实值函数，对 [ a ，6] 的分割 D ： a — x 0 

= 6,及1 ， x ,] ，/ = 1，2,…， n ， 作和数(斯蒂尔 

吉斯和数） 


n 


#(工卜 1)]， 

/-I 

记 J ( Z ))= max |. m 」丨.如果当 3( D )— 0时，不论 D 的分法与 f 
的取法如何，上述和数的极限（有限）均存在，则称/关于#是黎曼- 
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斯蒂尔吉斯 ( Riemann - Stieltjes ) 可积，极限值称为/在 [ a ， 6] 上的 


ri > 


关于 g 的黎曼〜斯蒂尔吉斯积分，记做 J /( x ) d g (: r ). 

4 . 设/是 [ a ， 幻上 的连续函数，发是 [ a ，6] 上的有界变差函数， 

则黎曼•斯蒂尔吉斯积分( V ⑴如 Or ) 存在. 




疑难解析 

如果尸 U )=- f / ⑴山，则尸 '（ x )=/ Cr )， a . e .. 这与数学分析 

J a 

中变上限积分函数的导数 =/( x ) 有何不同？ 

V Ja X 

答在数学分析中，要求/在1>，6]上连续，则由变上限积分 
定义的函数少 Cr )= /( jr ) d /, jc 6 [ a ， 占]，在上可导，且❿ （* r ) 

J a 

= / U ). 这时少是/在 [ a ，6] 上的一个原函数. 

在这里，虽然有相似的结论，但条件却不相同.当 / e / x [>， 

6]) 时，令 F (: r ) = f /( OcU ，则有 r Cr ) =/0 r ) ， a . e … 

J a 

勒贝格可积的条件显然比连续要弱，而结论在数学分析中是 
处处成立的，在实变函数中只是几乎处处成立. 


方法、技巧与典型例题分析 


例 1设 / Or ) 是 R 1 上的有界可测函数，且对于每一个 fGR 1 ， 
有 / Cr )=/ Cr — f )， a . e . ，： r € R 1 . 证 明：存 在常数 c ， 使得 

fix ) — c ^ a . 匕， R 1 . 

证令 F (x ) = [fit ) ch ， 显然有 

J 0 

F ( b )- F ( a )^ F { b ^ rs )- Fia + s ), 

以及⑴ + FG ), 从而有 

尸（ 1) ， F f C/)=F(l)=/(/), a .e. ， reR 1 . 

令 F ( l )= c ， 即为所求_ 
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例 2 证明 ：对于 有界可测函数，勒贝格点与近似连续点一致. 
证因为勒贝格点必为近似连续点，所以只要证出有界可测 
函数的近似连续点也是勒贝格点即可. 


设&是 / Cr ) 的近似连续点，所以存在集合£ 满足: 


lim/(j ： )=/(x 0 ) ， lim 
£ 


m ( Ef \ [: r 0 —/ t ， x 0 — A ]) 

2h 


1， 


① 


则 


2 h 




： r“ + A 


x 


0 


h 


1/(*3 ： )—/(x 0 ) |dx 


2h] 


r* 


fc ， a 0 + A ] n £ 


\f(jc)—f(x 0 ) |dx 


+ 表 




/(x 0 ) |dx. ② 

[x 0 -^,x 0 + A]f)E 

由①式知 ， V e >0,3 71。>0,当 0</ i </ i 。 时，若: r €£， k - x 0 | 


〈五 ，则有 l / U )— /(1。）|<£/2,及 e 


2h 


AM 


其中 M = sup |/( x ) I < oo # 

托 l > •*〕 


将上述结果代人②式，则当 0< A < A 。 时，有 


0< 


2h 




:0 


h 


|/U)~/U)|dx 


< 


e 饥（£门[工。 —九 ，工。 + 办] ), 2 M 


2 


2 h 


2h 


m(Cr 。一 A ， x 0 +A]\JE) 




e. 


所以 1^士「。 + 、/(工)一/(1。）|(1了=0.由此可得 

1 f 义 + h 

lim -ir /(j ： o) |d^: = 0, 

A—0 打 J 0 

即 A 是 / Cr ) 的勒贝格点. 

例 3 设在点 x 。，/ 是其不定积分的导数.证明 ：仅在 此条件 
下，/ 在心 处不一定近似连续. 

证设有[0，1)上可测函数 
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fix) 


- 1 , 



1， 


M + l 2tt(n + l) 




<x< b 


n + 1 


n + 1 2wO + l)’ 


0, x =0. 


知 /(: r ) eL ([0， l )). 令 p (: r ) 


/ ⑴ d /， 则 


〆 (0+ ) = lim = -j- 

h -* o + ^ h —oh 


n 


j 


f (jr)dx. 


0 


设 o < a < i ， 必有 ％ eN 存在，使得 i /( i +〜)</ z < iAi 。， 于是 


n 二 

/ (x)dx= X] 

0 , TT 


1 + 


l/i 


t / G +1) 


f(x)d 


X 


J 


rh 


0 


1/( 〜 +1) 


f (x)djo. 


0 


由 / Gt ) 的定义知 




1 1 A 


rh 


v 


/(jr)dx 


o 


i /“+ i ) 
rh 


/( x)dx = 0, f = l ，2, …•故 


i /(« n + i ) 


f(x)dx 


_ l _ = - - ^ 

\/2。 化十1 十 1)_ 


当 A —"0+ 时 ， w 。— oo , 则有 


0< lim i^ <lim " o+i 


0 


h 


n (” 0 + l ) 


0, 


从而知 〆 : r ) 的右导数存在且等于/(0)，即 0(0+) =/(0). 

当将 / Or ) 按偶函数延拓至（_1，0]时,就得到定义于（_1，1) 
中的函数.用与上述相同的方法可以得出 ： 〆 : r ) 在 x =0 的左导数 
存在，且 〆 （0— )=/(0).于是知 y (0)=/(0)=0. 

点 X 在0点的任意邻域(0，±幻内，恒有 I / U ) 丨 =1. 故对 _r = 
0的任一稠密点集不可能有点列使得当0时，有 Um/CrJ 

= 0 = /(0).所以 x =0 —定不是 / Cr ) 的近似连续点. 

例 4 设人(《 = 1，2,…）在 U ，6) 上可导，且导函数/ I 在 
上均连续，又有 

lim/„(jr)=/0) ， lim/l(. 2 ')=/ r (j"), x6 (a ， 6). 

■ 打 .. 如 ■TX' fj —► O；.' 

若尸与 / r 在 U ，6) 上连续，证 明： /'( i ) 二 ( a , b ). 


# 
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证因为尸与尸均在 （ a ，6) 上连续，所以只要证明在(〜6)的 

一 个稠密子集上两者相等即可•为此，只需证明在每个长度非零的 
[“，/3](=(“6)上必有点1，使得/ / <^)=尸(^). 

由题设， F ( x ) = lim /!( j ：) ，所以 

rt—►oo 

U {u：G [a ，/?]，/ rt 0)<尸0)+々 ，n = l，2 ，… } = 

A 1 

由 /! 及 F 的连续性知，{^€[>，/?]，/1(1)<^1)+々，/2=1，2, 

* 

…}是 闭集. 于是，必有々及(>%幻(=[^，/?]，使得 

( 7 ,^)C{x ； j ：6 [a ， / 5 ],/l 0 )<F( ： r)+ 々，《 = l ，2 r"}. 
则依控制收敛定理，对任何有 


lim 

/i — 00 


X fl(Odt 


fj 


y 




X 


F ( Odt , 



即 lim (人 (x) —人（?0) = )df ，从而有 /X：r) — f (7) = FQ ) dt . 

J y J r 

对等式两边求导，即得 


f ix )= F { x ). 

例 5 设 / Cr)，g(:r) 为0,幻上的函数，且 /Cr) 关于 gCr) 的斯 
蒂尔吉斯积分存在，又设 x = :r(f) 为 [>,/?] 上的严格单调递增的连 
续函数，且 z (a) = a， 工（/?) =6. 证 明：在 [«，/?]上 /(j: (O) 关于 
发(工(0)的斯蒂尔吉斯积分存在，且 


J a 


f ( x ) dg ( x ), 

J a 


证已知 


rb 


f ( x ) dg ( x ) 存在，故 v e >0,3 夂当分割 Z):a 

a 


JT 0 


〈々〈…〈心二办的最大子区间长度 d(Z))<A (即 d(D) —max(x, 
一 Xj: 1 )) ， 有 


XI/(€) (g (X, )— 茗 （A — i)) 

f — 1 

其中 [ x , J ，. r ,]，/ = 1 ， 2 , 


f ( x ) dg ( x ) 

J a 


< ie . 


① 


又由题设知， jv (〖) 一定一致连续，所以，对上面所给 A ，存在在 > 
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0,当 ，1< 占时，有 


\x(t f ) — jo(t rf ) I <CA. 

对 1> ，卢] 作分割 D *) = max 

l<i<m 

— 则对应于 [ a ，6] 的分法 ：a = x ( fo)<:r ( h ) 〈… < 

x ( t m ) = 有 0 <:r ( t ) — x ( A - i ) 〈 A ， 以及对任意％ 6 [ A - i ， A ] 有 
x (^ ( ) 6 [^ i - i ，^,] ，/ = 1 ， 2 ，… ， m ，这时满足①式成立的条件，从而 
由①得 

史 / 0 ( 7 ,))[ 发 ( 工⑹ ) 一 1 ))]—f fMdg(x) <e. 

i=\ Ja 

因为分法 ZT 和在 [ kM ] 上取点 f 的任意性，上式说明 / CrU )) 关 


于 g (: cO )) 的斯蒂尔吉斯积分存在，且 


fix(t) )dg(x(t )) = 
J a 


f (x)dg(x) 


a 




例 6 设 /( x ) 在 [ a ，6] 上关于有界变差函数 〃 Cr ) 的全变差函 


数 TtU ) AV ( a ) 的斯蒂尔吉斯积分存在，则 /(： r ) 关于 a ( x ) 的斯蒂 

a 

尔吉斯积分存在，且满足 


/(x')da(x) 

J a 


m b 

< 


J a 


|/ U )| dVU ). 


证因为/(^)<1。00存在，知\/0>0,3$>0，对分割1)，只 

J a « 

要 dOOCl 就有 

n 

i=i 

这里《7(了,/，《)与 L ( r ，/, a ) 分别为分割的达布上和与达布下和; 

^ 7 ri = 7 t ( Xi )— Tc ( Xi ^ i)^(Oi 为 /( X )在[: T ,— 1 ，: r ,] 上的振幅. 

任作分割 A … O n = 6 及£) 2 ，使得3(/)1)<谷， 

<^(1) 2 )<占•作 D=D X 其中 x ki = xi . i 

=1 ，2,…， 《. 从而有 

k ( T ^ , ；/, a )-(7( T 1 ^；/, a )| 


• 220 • 



n 


E ( E f 味伽厂 ⑽ a 


i +1 


n 


^XI S /($) I • 1)I 


n 


+ 1 
k. 


n ir. 


<E-. S \cc(jcj ) - a{x ( a )<T. 

i=l 尸 ' — 丨 + 1 1=1 〜 -1 ^ 

类似，对 D 2 也有 


\< j ( T^ r } f , a )- a ( T 2 ^ ； f , a )\< e/L 
合并此二分法，对任意分法 DnA ，只要 dCAXUO^X^， 并任 

意取点 d， 就有 


\^( D X (7( D 2 , 6 ;/， a ) |< e /2. ① 

由此可知，对 k = l /2 m ， 存在〜 >0. 取|>，6]的2”》•等分，使 (6 — 
a )/2”" < ( J m . 不妨设 n m < n m + i ，对此分法取特定部分和 a m = 

2 n m 

D /( JTi ) Ao ； f ，；7| = l ，2，“_ 则由①可知 

/ — 1 

\ c m + l - a m \< l /2 m , 

所以 \ a m + p - a m | < 2 I < 2 l /2 m + i - l < l /2 m ~K 

t=l i=l 

说明 Gm } 为柯西基本列 • 故存在 

m—►oo 

再来 证明： 对于任意分法 D 与任意点$，有 

lim 

ddD )^0 

并由此可知 / U ) 关于 a ( x ) 的斯蒂尔吉斯积分存在. 

由 lim 5 m = 4 知 ，V £>0,3 %，当^1>“时有|^_4|<£/2.记 

m—oo 

A = (6 — a )/2 〜.不妨取 iV 充分大，使得满足 (1) 式要求），从 

而由①式可得，对任给分法 D ， 只要以£))<茂并取 m > N ， 就有 
\ o ( T ;/，< r ) — A I ^ | flr ( D ,^ j /, a ) — < r m I + Icr m 一 A | 

< e /2 + e /2 = e ， 
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即证明了 


lim c ( D ^ if ^ a ) = A 

d ( D )^0 


最后证明题设不等式成立 • 


若 


n 


X 


|/( x ) Id V U ) = oo , 则不等式不成立. 


「b 


a 


x 


若 |/ Or ) jdVOOOD ， 则有 


4/ 


a 


、b 


/( x ) da ( x ) 


lim 

rfCD ) —0 




rr* 

^ lim VI |/(^ i ) I • — | 

u r \、 _ a 


—0 : 


ttt X . 广谷 J£ 

^ lim Y ) 1/(^) I V ( a )= |/(工） |d V ( a ) ， 


即证得不等式成立. 


第四节绝对连续函数与微积分基本定理 


主要内容 

1. 设 /( x ) 在[〜6]上几乎处处可微，且 /( x ) = 0, a . e .. 若 
/ U ) 在0,幻上不是常数函数，则必存在 e >0, 使得对任意的3>0, 
[〜6]内存在有限个互不相交的区间 : (工1 ，: yi ) ，（工” ）2 ),•••， 
(^，％)，其长度的总和小于心使得 

n 

21 /( 夕 ' ）一 /( 了 *) i〉 e . 

1 = 1 

2. 设 /Cr) 是 0,6] 上的实值函数，若 V e>0,3 沒>0,使得当 
幻中任意有限个互不相交的开区间 U,，^) (/ = 1，2，“*，《)满 

/I ** 

足 H (M — 不） 〈占 时，有 Z l/(y )—/(々） lo , 则称 /( 了）是 

i - 1 1 

|>，幻上的绝对连续函数（或全连续函数） • 

3. 若 / Or ) 是[>，6]上的绝对连续函数，则一定是一致连续的. 
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若 / G ：) 是 [ a ，6] 上的绝对连续函数，则 /( x ) 是 [ a ， 幻上的有界 
变差函数. 

若 / U ) 是 [ a ,6] 上的绝对连续函数，则 / Or ) 在上几乎处 
处可微，且其导函数是可积的.若/(工）在 [ a ，6] 上绝对连续，且 
尸 Or ) = 0, 则 / Cr ) 在上等于一个常数. 

4. 若 /(* r )， g (： r ) 都是绝对连续函数，则/(工）士容（: c )， 
/ Cz ) g ( x ) 也都是绝对连续 函数; 若 gGr ) 弇0,则 / U )/#(: r ) 也是绝 
对连续函数. 

5, 若 = 是绝对连 

J a 

续函数- 


6. 微积分基本定理 /( x )-/( a )= 成立的充要条 

J a 

件是 / Or ) 为绝对连续函数_ 

7. 设 / U )， 发 Or ) 都是 [ a ，6] 上的可积函数 ApeR 1 ， 令 

F(x) — a-\~ G(x) = ^3+ g{t)dt. 

J a J a 


则 Gix)f ( jr ) d ，+ g ( x ) F ( x^)dx = F ( b ) G ( b ) — F ( a ) G ( a ) 

J a J a 

称为分部积分公式 . 

8. 积分第一中值公式若 /(x) 是上的连续函数 , gCr) 
是上的非负可积函数，则存在 ^6|> ， 6 ]，使得 

f ( x ) g ( x)dx = /($) [ g ( x ) dx , 

v q J a 


9- 积分第二中值公式若 / GL ([〜6])， gCr ) 是 [ a , 幻上的 
单调函数，则存在使得 


「6 


f ( x ) g ( x ) dx — g ( a ) /( J^dr 十反 （占） / Gr)(Lr 


疑难解析 

可以作为某一可积函数的不定积分的函数的特征是什么？ 
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答如果函数 F ( x ) 可以表 示为: FGr )= jy ( iOck ， 其中/是可 
积函数，则 F 必为 [ a ,6] 上的连续 函数. 并由上节例18知， 0( F ) = 

a 

6 |/( x )| d : r ， 即尸还是有界变差函数. 

J a 

但是，并非每个连续的有界变差函数都可以表示为不定积分 
的形式.不定积分 FOr )= f /( Ock 要求更强的连续性，即 FU ) 应 

J a 

该在|>，6]上绝对 连续. 也 就是 : V e >0,3 &>0,使得当[>，6]中任 

n 

意有限个互不相交的开区间 Ua ) 满足 (y — 时，有 

1=1 

n 

*=i 

方法、技巧与典型例题分析 


证明某个函数是否绝对连续函数，一般是用其定义来证，即依 


据题设条件分析推导，得到 El /( y )-/ U ) i < e . 也可以依充要 

i = i 

条件(微积分基本定理，即牛顿-莱布尼兹公式）来证;还可以利用 
绝对连续函数的运算性质求证.主要是学会分析题设条件,决定相 
应的证明方法. 


例1证明：在 [ a ，6] 上处处可微的单调函数是绝对连续 函数. 
证因为 / U ) 是单调函数，所以 /'(X) 是可积函数，设 




/'( 工）， 


/’ OXn ， 
/’ （ x )> n * 


则(工），且心(工)收敛于尸(1)* 


^ G n ( x ) — f ( x ) ~ g «( jc)di 则 G n ( jr )^ O - 所以 


r. 


G / a ) ，即 /( x ) —/(< 2 )> g n ( x ) dx . 依控制收敛定理，得 
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/(x)—/(a)^Hm g n (x)djr= f ix)dx. 

a J a 

类似可证 fOc )— f(aX f ( jr ) dx , 

J a 

于是可得 /( d —/( a )= f >( x ) dr ， 即 牛顿- 莱布尼兹公式成立， 

J a 

从而 / Cr ) 是绝对连续函数. 

例2设/在 [ a ，6] 上满足李卜西兹条件，证 明: /一定是绝对 
连续函数. 

证 由题设知，存在 a /> 0,当： c , /e [>，办]时，有 
|/( x ) — /( x 01< Mk — xM •对任何6>0，取3=^/从，则对任意个 


区间（不论它们是否两两相交），只要总有 

1 

n n 

\fibd —/ (a* ) I ^ ^jMCbj — a, )0* 

，-=1 i = \ 

所以 / 一定是绝对连续函数. 

例 3 设 / Cr ) 在 （_ c «, oo ) 可积, 证明： / Or ) 的积分具有绝对 
连续性. 


证由题设知，对任意 《 eN ，/(: r ) 在（一《，《)上可积，极限 




lim 


|/ U )| dr 存在且为有限数.所以， Ve >0,3 NGN ， 使得 


n 




I 

|/(x) 

(― oo ，； V) O 




e 


{ N , 


|/( 工） |dx<—• 


又由 / Cr ) 在（一 W ， A 0 上可积，依 / Or ) 在有限测度集上积分的绝 
对连续性知，存在谷>0,使得当匚（一 W ， iV )) 时，有 


I / O ) jd 


x 




<音. 


设 e 是（一 oo , oo ) 上一个满足 wO )< oo 的集，则 


r 


/(x)dx= f /(r)dx+ 

r J ' 门 


f) (一 oo t — 尺） 


f{x)dx 
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利用已证得三式，得 


/Cr)cLr 






r 


ffK - N . N ) 


|/Cr)|dr + 




门（一 oo , — JV) 


|/( jt ) \ dx 


|/(x) |dx 

w , 如） 

< e /3 + e /3 + e /3 = e . 


从而命题成立. 


例 4 设/是[〜幻上的有界变差函数，证 明： /是 [ a ，6] 上的 


b 


绝对连续函数的充要条件为 V (/) 是绝对连续函数. 


a 


证必要性 设/是绝对连续的， Ve >0,3 3>0,当{(&，&)} 


n 


n 


是有限个互不相交的小区间，且 — 山）<3时，;2 1/(^*)- 


/(^)(< 


e 

2 


办 ■ 


对[&，&]作分割^ 


(°<工尸<-<：^=&，使得、（/)< 


a i 



to 


(0 




2 -f w 1 . 因为2 S 

j 1 ; 

2](6.—a.)<L 所以 

I 

2 2 1/( 工 )‘))— /CrJL) I <e/2, 

i j 

从而 S 丨 丨 = E 3 (/) 

. a a a - 




e 


2' 


r + l 


<£• 


b 


所以， v (/) 是绝对连续函数. 


a 


b 


充分性 当 V (/) 绝对连续时 ， V e >0,3 5>0,使得当 


a 


是有限个两两互不相交的小区间，且 L (匕一化）<3时， 


# 
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s I ◊(/)_◊ (/)丨<£， 即 z ◊ (/)< e . 由于|/(匕）一 / U )|< 

1=1 ^ 

b 

◊ (/) •故 
a t 

i 

n n 

E i/(^)-/u)i<S 

r= 1 i = 1 a i 

从而知 / 是绝对连续函数. 

例 S 设/是[0，1]上的有界变差函数，对于任意 e >0，/ 是 
[ e ， l ] 上的绝对连续函数，而且它在 x 二0处连续. 证明: /是[0，1] 
上的绝对连续函数. 



x 


由第二节例17知，函数/的连续点与 V (/) 的连续点是 


0 


一致的 • 因此， V (/) 在工 = 0处连续 .V £>0,3 4>0,使得当0< 

0 

时， ◊ (/)<+. 又/在 [ A ， l ] 绝对连续，可取&>0,使 

0 L 

2(汉一^)<^ 2 ，且{(«,，汉)}是[5 1 ，1]中有限个互不相交的开区 

( 

间时，有 Z 1/(说）一/0,)|0/2 •这时 ，对{(山,乂）}是[0，1]中有 

I 

限个互不相交的开区间，在; ^)< min dM 时，可以证明 

k 

E \ f ( b k )- f ( a k )\< e . 实际上，必要时可加入分点&，将和式 

k 

E 1/( 心）一/(心） I 表示为两部分的和，即 D |/(^)~/( a ,)| = 

k k 

2 \ f ^ b k ) ~ f ( a k ) I + \ f ( b k ) — / ( a * ) 丨，其中 U 是对 

k k k 

u 〜，6*) : u ，6*) e [ o ，&]} 求和，; XT 是对余下部分求和.由于 

2 1/( 心）一 /(“*) | < V (/) < 

h 0 

Sl /( A ) — /(〜）|<6,即/是[0，1]上的绝对连续函数. 

k 

例6证明 ：函数 F 是 [ a ，6] 上的绝对连续函数的充要条件是， 


2 ^ 2 丨〈音，故有 
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V e >0,3 5>0, 对任何一族互不相交的开区间 Ua ， 匕）丨，只要 


S 

I 


(匕 一 4 )<在，总有 | F ( 6 ,) — FU ) 1 <€. 


证充分性是显然的，因为它符合定义- 
下证必要性.设 F 绝对连续 .V e >0, 取^>0,使得对任何 
有限个互不相交的开区间{(«,，/?,)},当 H (A —印）<占时， 


S IF (汉) 一 FOO j < e /2. 现对任意一族互不相交的开区间 

t 

oo N 

{(以，〜）}，^] (6* — 〜）<5,取 7 VGN ， 则 X ；(〜一々）<&这时， 

1 k =\ 

N 

2 \ F { b k )~ F (. a k )\<~, 于是，由 W 的任意性，令 AH ^ oo , 即得 

oo 

2|，(〜)一尸(办）|<~<£， 

*=1 ^ 

例 7 设/是[〜幻上的有界变差且连续的函数，对 [ a ，6] 中的 
任何零测 集五， m (/(£)) = 0 .证 明: /是[>，幻上的绝对连续函数. 

证对中任意一族互不相交的区间{(〜，心） } ，记九= 
{/ : ^€[心,6*],尸(0存在}.因为/是有界变差函数，故尸几乎处处 
存在，所以， w ([ a * ， 6*]\ A *) = 0. 从而 wi ( y * ([ a * ， bk \ A.k ) ) = 0， 而 
/"([ a *， A *] V 4*) f ( At ) ，于是， w (_/ ([< 2 *, △*])) = 


利用第一节例 8 的结果，对任何 A 均有 

* 

m(/( 儿 ） ）< \fU)\dt, 

jA k 

而/是连续函数，所以 (/(6*)-/ U ) Km (/[^^ J ). 于是 

E I /(、) —/( a ) I < 2> (/( [办， M )) =(/(九 )） 

k k h 

<2 1/ (t)\dt= 2 *1 / ⑴ |dr 

k ^ A k h ^ a k 

因为由积分的绝对连续性知，当 D (& — W ) 充分 

k 
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小时， S 1/( 乂） 一/u) I 就充分小，即 / 是绝对连续函数. 


k 


将此例与例11相结合，就有以下 结论： 

设/是 [ a，6] 上连续的有界变差函数，则/为绝对连续函数的 
充要条件是对中任何零集£，均有; w(/CE )) = 0. 

例8 设 g 是 0,6] 上的绝对连续函数，/定义于（一 oo,w)， 
且满足李卜西兹条件， 证明: /。 g 是上的绝对连续函数. 


证由李卜西兹条件知，对任何 Xj x f ( 




)， 


\ fU )- fU f )\< M \ x ~ x f \. 且对 e >0,3 $>0,取任何有限个 

互不相交的开区间 { U , ,6, ) } ,当乏] (& — &)<占时，有 

£ 

2 \ gibi)—giad | < e / M . 于是 

I 

XI I (/ ° 犮） （ 6,) — (/ 。 g)(ai) |<A/2 \g(bi)—g{ai) |<e. 

i i 

例 9 举例说 明：若 / 和#都是绝对连续函数，/。发不一定是 
绝对连续函数. 

解设 /(* r )=: r 1/3 ， j：G [― 1，1]. 


发 （工） 


: r 3 cos 3 0/: r ) ， (0，1]， 

0 ， x~Q. 

: TCOS(7t/j ：)， xG (0»l] t 


则 （/。茗 ）（ x ) 

10, X = 0, 

因为/。 g 在[0，1]上的全变差为 oo, 所以不是有界变差函数 
更非绝对连续 函数. 




但对/而言， 当/关 0时，尸（0 
1，1]，有 


- 2/3 


因此，对一切 


/’ ( t)dt = — 


rx 


- 1 


2/3 


di = x 1/3 + l =/( j ：)—/( —1). 


-i 


满足牛顿-莱布尼兹公式，所以 / 是绝对连续函数. 

对犮而言，因为〆 （0) = limx 2 cos 3 ( n / sr ) = 0，且1尹0时，有 


0 


g (jt) — 3x 2 cos 3 (^r/x) + 3xsin (7r/:r)cos 2 ( tt / x ) ，所以 | 〆 （ jt ) | <6， 
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从而函数 ¥ 满足李卜西兹条件，是绝对连续 函数. 

例 10 设〖/„}是 [ a ,6] 上一列单调增加且绝对连续的函数，级 

CO 

数; S 人(工)在[〜幻上处处收敛 • 证明 ：其和 函数是[心幻上的绝对 

n = 1 

连续函数. 

证由于人绝对连续，所以 


i，=1 i=i 」 d i=i 

由于人单调增加，故 /„>()• 又对任何 n € N ， 有 


n a oo * oo oo 

d 1 = 1 ^ a 1 = 1 1 

于是，由列维定理 2 fi COdt = U/I U ) dr •在①式中令 n -^ oo , 

(、i 」 a ^ q i=i 

即得 


fi(x) — ^ f t {a ) 

i—i i=i 



⑴士 

■ 


由逐项求导的富比尼定理 P 


Z /,(0) ’dr 

4 


也就是牛顿-莱布尼兹公式 成立. 所以和函数是绝对连续的. 

用绝对连续函数证明命题，主要是用绝对连续函数的等价命 
题，绝对连续与连续、可积、有界变差以及可导的关系.所以，要分 
析证明命题需要什么条件，然后从这些条件与绝对连续的关系去 
寻找证明的途径与方法. 


例 11 设/是 [ a ，6] 上的绝对连续函数，可测集£^=[〜6]，且 
m (£) = 0. 证明： m (/(£)) = 0. 

证由例6知 ，V e >0,3 5>0,使得对 [ a ，6] 中任意有限 


个互不相交的区间列 {( 山，仏 ）} ，当乏] ( 仏 一 a , ) < 5时， 

k 

\ f ^ k )— f ( a k ) I <£- 
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令 G=U (❼， M ， 使得 m ( G )<5，（ a ,6)〕 G ： D £\ U ，6 ：L 再取 

k 

Ckydk ^: [ a *， 乂] ，使得 /"([ a *，6*]) = [/"( c *) ，/' (< i *)]. 于是有 

m (/(£) ) =m (/ (£\{ a ,6}))^ m (/( G )) 

oo 

^ 2 l /( A )—/( c >) K e ， 

其中，利用了 S (&—〜)<& 、 

k k 

例 12 设 F 是 [ a ，6] 上的绝对连续函数， 证明： F 必为有界变 
差函数. 

证因为/^是绝对连续的，对 e = i ， 存在8>0,对任意有 
限个互不相交的开区间{(心，心） } ，仅当 H (仏一〜）<夂便有 

it 

XI \ F ( b k )- F ( a k )\<b 取 nGN ， 使得 (A — a )/7 V<A 把 [ a ，6 ]iV 

k 

等分，得分点组“=工。<工1 〈… 〈工对[工,-1，工 J 上任意一组分 

点工 1—1 =: v。<：yi < …<: y m = 工 , ，由于 2 (*v; — 3^- 1 ) ，所以 

； 

v ^( y 。，％， …，30 <1. 这样就有 ( F )<1， 从而 V ( F ) = 

x t - 1 a 

2 V ( F )<, N . 即 F 是有界变差函数. 

i=i x i ~\ 

例 13 若 / O ) 是 [ a ，6] 上的绝对连续函数，且几乎处处存在 
非负导数. 证明: / U ) 为 [ a ,6] 上的单调不减函数. 

证因为/(1)在|>，6]上绝对连续，所以/ 7 (^)在1>,6]上可 
积，且对 [ a ，6] 上任意两点，依牛顿-莱布尼兹公式，成立 

/(x 2 )—/(xi)— 2 /’(jr)clr. ① 

Ja i 

又在 [ a ，6] 上几乎处处有 / (: r )>0, 故依积分的单调性知 
2 f (. r ) dx ^ 2 0 cLr = 0 .于是由①式得 

即 /( d 是单调不减函数. 
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例 14 设{❾}是!>，«上一列绝对连续函数，若 （1) 存在 ce 

00 00 广厶 

[ a ，6]， 使级数乏]心0)收敛； （2) 2 1 gk (^ r ) I dx<oa t 证明: 

i = l a 


H & Gr ) 在 [ a ，6] 上收敛，若其极限为/，则 / 是 [〜 幻上的绝对连 

= I 


续函数，且/’ ( x )— 工）， a . e . , 

*=1 

oo 

证由题设中（2)，利用列维定理可知 |“( x )| 是可积的， 

k^\ 

00 

从而有(；( 0 ：)= 2 ]“(工）， 16 [>，幻，是[>， 6 ]上的可积函数，且有 

k^i 


lim 

n-^ooj 


n 


^2gk(0dt 




GU)dt. 


因为每个&都是绝对连续的，所以 


g k (jc)= g k (t)dt + gi(c) , j：6 [a,6]. 




« f i n « 

于是 ⑴ cU+ 2 尽 *(<：)， n = l ， 2, … • 

**=i 』 c 1 k=i 

令於 ― ►OO J 得 [ G ( x ) d ^+ Yjgk ( c ). 

h *：=i 

00 

令2办(工） = /(1)，即有 

*=i 

* oo 

fix)— G ⑴ ck+ y^jgkU)^ 

*=1 

从而知 / 在 03] 上绝对连续，且 


f ( x )= G ( x )= 2 芨 “，）， a . 匕 _ 

1 

例 IS 证明 ：函数 

fx 2 sin ( l / x 2 ) t x ^ O , 

F ( x ) = 

10, x = Q 

在 [— i ， i ] 上处处可微，但不绝对连续. 
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证因为 

f 2-TSinCl/jr 2 ) — (2/^c) • cos(l/x 2 ) , 

F r ( x ) = \ 

iO , x — O . 

所以， FU ) 在[― 1，1] 上处处可微. 

通过证明广（1)不可积，可知 FCr ) 不绝对连续.故只要证 
( 2 / x ) • cos ( l / x 2 ) 在[― 1,1] 上 不珂积 即可.当 [(2 n + l /3)? r ]- 1/2 
< [(2 n ~ 1/3) Tt ]-" 2 时，有 I cos (1/ x 2 ) I > 1/2,这时 

I (2/j:)cos(1/x 2 ) |Xl/ ： r). 


记夂=[{(2/ 1 + 1/3)穴广 1/2 ，{(2；1 — 1/3)70- 1/2 ]，可知 \ JI n (Z 


n 


(0，1) 匚（一1，1)，且 


41 




i _i I 2^ —1/3 
x dx ~ n l 2^+ l /3 




— 1/2 


于是 


與 — dx 

u / ^ 


Sin 


A 


n 


咬 § 


2^ + l /3 
[ 2 n — 1/3 j 

2/3 

2 n — T 7 3 


2 ln 




1 + 


2/3 


2 n - l /3 


1 + 


2/3 


S 


n~ 


f 6 n + l 


2 n - l /3 

不等号仅因为当工>0时 ， ln ( l + x )〉: r /( l + j ：)_ 


显然级数公^ j 发散. 从而知臺 cm 古在上不可积， 

« = 1 rt 一 1 

于是在[—1，1]上不可积，即得出 POr ) 在 [—1,1] 上不 可积. 所以 
F ( x ) 不是绝对连续函数. 

例16设 {☆} 是0,6]上一列绝对连续函数， F 在 [ a ，6] 上勒 
贝格可积，若在 0,6] 上几乎处 处有： 

\ g n Cx ) |^ F ( x ) , « = 1，2,…. 

n^-oo rt —►cjo 

证明 Cr ) =/ Cr ) 几乎处处成立 - 

证 因为仏 是绝对连续函数，所以有 
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gA ^ r )— gn ( a )= ^„(: r ) cLc ， \_ a ^ b ], 

J a 

令 n—co , 由题设并依控制收敛定理得 

g ( x )— g ( a )= /( t)di , 

J a 

依充要条件知是绝对连续函数，因而几乎处处存在有限导数， 
又因为不定积分的导数几乎处处等于被积函数，故对上式两边求 
导，得 

g ' ( x ) =/ ( x ) 

在 [ a ， fc ] 上几乎处处成立. 

由一系列例题可以认识到 ：绝对 连续是比连续与有界变差更 
强的 概念. 绝对连续一定连续且有有界变差*而连续不一定有有 
界变差，有界变差函数不一定连续，既连续又有有界变差的函数也 
不一定绝对连续.但绝对连续与李卜西兹条件比，是李卜西兹条件 
更强些.满足李卜西兹条件一定绝对连续，反之则不然，如 /0 r ) = 

^ 在 [0,1] 上绝对连续，但不满足李卜西兹条件(关键在于李卜 
西兹条件要求是任意的). 

例 17 作一无处单调的绝对连续函数. 

解在[0，1]中作点集£，使得对[0，1]中任一区间都有 

饥 an 五） > o ， m (/ ri £ c )> o . 

于是，再作[0，1]上的绝对连续函数 

Cx 

/(X) = [%£(f) —^E c (i)]d^ 

Jo 

因为，对 [0,1] 中任一区间厂存在:^€/(1£，工 2 €7门£：,使得 

f (.0 C z )=Xe ( ) ~ Xb^ (-2"2 ) = — 1 <C0. 

故知 / Or ) 在 / 上不是单调 函数. 

例 18 证 明：若 /(_ r ) 在上绝对连续，则 

弧长 /(/)= -/ 1 + [/’ ( x )] 2 dx . 

J ^ 


奉 
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证由本章第二节例20知，只需证明 


/(/XT ^1 + [/ ; ⑴ : fcLr. 


a 


V £〉0,作 [< 2 ，6]的分割 1)，使//)(/)>/(/)— e _ 再作 g 6 C ([ a ， 


6])，使得 




rt 


a 


\f (x)~g(x) jcLr 〈 e, 


x 


令 G (: r )= 尺⑴山，易知 |/ d (/)— L ( G )|< e •由 


a 


I /T+a^-ZT+^Kla-^U 


rb 




/l + [/’ （ x)] 2 d:r— /l 十 [g (: r)] 2 d:r 


a 


a 


< 


rb 


a 


\f ( x )— g ( x ) | d : c < e ， 


rt 


可知 十 V ^ T +[ G '( x )] 2 d:r + e 


a 


rb 


4 / 


/l + [ 茗 ( 工 ） ] 2 dx + ^ 1 + [/ (X)] 2 + 2e. 


a 


a 


又由心 (/)>/(/)— e ， 可得出 


/(/)< 


v^l ~\~ Lf r ( 工 + 3e ， 


a 


即命题 成立. 

例 19 设 / G / X [ c ， J ])， c < a <6< d，g 

|/(x+A) — fix') \dx=0( IA I) ， A—0, 


a 


证明： /Cr)=^ (: r) ， a.e, ， |> ，办 ] ，其中 《6 ([a ，办 ])_ 

证作 [ a ，6] 上的函数列 


/« Cj ) = 


rx+i/n 


f(t)dtj n = 1 ， 2, 


* « • 


j 


则 


rh 


a 


|/ n (jr4-/i) —\dx 


=n 


、b 


a 



'i/zj 


[/(了 + A +，） 一 /(jt + / )]d? 
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n/nj n 


( J l/(i + A + i)—/(x 十 t) |dx| df 

=CK | A |)， A —0 (对 《 —致）， 

因为幻），且 3 M >0, 使得 


rb 


a 


1/1 (x) |d^：^lim 




rb 


a 


f n Cx-\-h)—f n Cx) 

h 


dx < M , 


所以，对 [ a ，6] 的任一分割 


D : a = 工 0 〈: r 】<••*<； o ： m =6 


及一切 w ， 有 


n 




n 


s 




fn (^)dx 


x 


-1 


<2 \/ nijc ) |djC 

* v x : _ ^ 


rb 


\ fnix ) Idx ^ M * 




a 


从而 


b 


V (/«XM (w=l ， 2. 


* * # 


a 


由于存在在[〜6]\2(；72(2) = 0)上的点收敛于/(1)的点列 
ifnM ) ，故对分点不属于 Z 的分割，由 


y ] I 人(工 i )— /«(工, — i ) I 
(=i 

令 M -> oo 可得 

n 

2 l / U )-/(〜） l < M ， 

I — 1 


即命题成立 • 




第六章 空间 


第一节 p 空间的定义与不等式 

主要内容 

1. (1) 设 / U ) 是五 上的可测函数，记 

、II / 1“ = ( £ |/(1) i’djrj ’ ， 0</><oo. 

以 L p (E) 表示一切使 II / 11 ，<⑺ 的/，称为 ^(1 < 声 < oo) 空 
间(前面所说 L(E) 即 LKE)). 

(2) 设 / Or ) 是£:上的可测函数， m (£) > 0. 若存在 M ， 使 
|/ U)t < M , a . e . ,工 G £，则取一切 M 的下确界，记作|| / | U ， 
称为 I / O ) | 的本性上界.并称 / U ) 是本性有界的.以 L ~(£) 记 
在£上本性有界函数的全体. 

2. 若/,尽 e //(£)，〜/?是实数，则«/ + e "(幻.即 
L ^( E ) 构成一个线性空间. 

3. 共扼指标若声， 〆 >1，且1//>+1//^ = 1,则称/>与/ 
为共扼指标(数) * 极为 p 1 二 fi/(P _ 1)，故声 = 2时， 〆 — 2 ；/> = 
1时，规定 〆 = oo ;/) = oo 时，规定// = 1. 

4. 赫尔德 (H6ld er ) 不等式设/ •与 〆 为共轭指标，若/6 
I 八 E)，g € //(£：)，则 

II II I < II / IU * II g\\ 1 < /) < OO, ① 

即 \ f { x ) g ( x ) jdjr 

J E 
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/ f \ !/>/ f 丨 1/〆 

< |/(x) \ p dx\ \gix) l^dx ， 1 < /> < OO 

V J £ I \ J E 

及 \f(x)g{x) |dx < il g || oo |/( 工） ！ cir，P = 1. ② 

J E J E 

赫尔德不等式对 II / IU 或 li ^ !l / = °° 也成立. 

赫尔德不等式当 p = P' = 2 时称为许瓦兹 (Schwartz) 不等 
式，即 

" / f \ 1/2 / f 1/2 

\f(x)g(x) |dx ^ 1 \f(jr) \ 2 dx I \gi^) \ 2 dx _ 

J E \ J £ W £ 

5. 闵可夫斯基 (Minkowski) 不等式 若 f， g e (1< 

/J < OO ) ， 则 

ll/ + g|“< 1I/IU+ II ^ II 

6. 设 1 < /> < oo •若/ e I /( E ) (k = 1，2, …），且级数 

oo 一 

乏]人 (X) 在£上几乎处处收敛，则 
1 

oo oo 

S/* < S ii a ti 

u *=1 f " k-l 

7. 对/>>1，若 l/k 在可测集£上可积，则称/是£上的声 
幂可积函数，所有/>幂可积函数构成的类称为//空间，记为 
LHE ) 或 I 人 这是//空间的另一种定义方式. 

I r Up 

对于 /e//， 称II /II, = l/lMx 为/的范数， 

^ J £ 

8. £上的可测函数/，若满足 f |/Cr)| 2 dx<co, 则称/为平 

J E 

方可积函数，即/> = 2.五上所有平方可积函数组成的集合即 IA 
P 中的函数必属于 L， 即 L Z C=L. 其中 L 表示所有勒贝格可积 
函数的集合. 

苦 f，g € 厂，《4是任意两个实数，则 

(1) /.发是可积函数，即/贫€/^ 

(2) «/+知是平方可积函数，即《/士 /A 所以， p 是实 
数域上的线性空间. 
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疑难解析 


1. 怎样理解/乂(户 >1) 空间？ 

答对定 义在五 上的可测函数 / U )， 若 (f |/( x )| Mxj ^ 存 

\ J E I 

在，则记做 II / II ,，使||/11,<^的/的全体组成1/空间. 

II / II , 也称为/的范数，满足范数 公理： 

(1) II / iu > 0( 等号当且仅当/〜0时成 立）； 

(2) \\af\\ p ^ | a [ - II / IU,a 是一个数； 

(3) II / + 尽 II，< II / II，+ II g II P*f yg € L p . 

对于/，尽€ "， 称 II /— glU 为/与 g 之间的距离，满足距 
离公理（见下节），所以//是距离空间. 


2. 本性有界函数与//空间有何 关系? 


答 //空间（1<户<00)是由 ||/ l < co 的一切/组成的, 
而本性有界函数是使 I/I < M ， a . e . ，且 M 的下确界|| / |j ~存在 


的函数/_两者对£上的可测函数/有不同的要求. 


在£上的本性有界函数的全体记做 P (£)， 简记为/，.而将 
条件记做 inf sup |/( x ) j < oo •对 / e L °° ，称 || / || oc = 

m (^> — 0 x 6 £V 

inf sup |/( jt ) I 为 / 的范数，当 m (£) < oo 时，有 lim || / || ,= 

mif) = 0 £V p-^oo 

imu 


方法、技巧与典型例题分析 

理解"空间的基本概念，掌握其几个不等式的应用是本节所 
应能达到的. 

例1 证明： 许瓦兹不等式 

i(/^)i < li/ll • II 发 II 

中等式成立的充要条件是/与#线性相关. 

证充分性设/与#线性相关，不妨设/ = ■，于是 
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(/， 犮 ） 丨 = 


% b 

ag • gdjr 

J a 


n 


— I a I 


g 2 dx = 

a 


a 


g 


=II ag II * "发 II = II / II • II ^ 11 ■ 

必要性设 I (/， 反 ）I = II / II * II 容 II •若 g = 0,显然 / 与 
g 线性相关，则结论成立.现设 K # 0,则对任意 a ，有 

0 < \\ f — ag \\ 1 2 = if — ag ~ ag ) 

=(/，/) — 2 a (/， g ) + a 2 { gyg ). 

取^ = (/， g )/( g ， g ) ，则上式变成 

0 < \\ f - ag \\ 2 = (/，/)— 丨 if , g )\ 2 /( g , g ) 

=II / II 2 — I (/， 茗 ） | 2 /( 貧，茗 ). ① 

由题设丨（/，容）丨=11/11 • II ^11两端平方，得 

I (/ ，贫 ） I 2 = ii/ii - n^it 2 =^> n/ii 2 -i (/，《)I / imi 2 = o. 

从而①式右端为0.于是 \\ f-ag || =0.即/=叹，亦即/与发 
线性相关. 


例 2 设£ = (0，1)， 证明: 


(1) In — G / /(£) ，ln — ^ L °° (£) ； 

x x 

(2) x~ x/p 6 L p ~\ E )(0 <a< p ), x~ vp 6 L P { E )； 

-up 


(3) x 


^ \/p 


In 


x 


e I 严 （ E )( a >0)， 


x 


- \/p 


In 


x 


-2/p 


e " ⑻ • 


证 （1) 取 0< g < 1，则由 

p 


In 


lim 

: r+0 + 


JT 


(1/^) 




可知 


，1 

f lni | 

p 

djr < oo，ln 

f 1 

1 

Jo 

( X 




lim ^2! = 0 

y 


e //(£) •又由 


mix (0,1) In 


mix (0,1) 


x 


> M 


lnjr = In — M 

x 


* 
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m 


{x e (0，1) 丨0 < 工 < e~ M ] = e" M > 0 


M 


可得 


In 


x 


< M • 故 hi 丄苳 M ， 从而 In 丄 f /，（£), 

JO m 工 


(2) 当 0 < 1 — a //) < 1 时，由 




o 


工 - u - W> djr < 


推出 e //_%£) •故由 


Cx~ l/p ) p dx 


o 


(\/x)dx — lfLX 




0 


知 x_ l/p f U ( E \ 
(3) 可以由 


，1 


i \ lip n 


X ， 

In 1 

0 


工 J 


p 




X 


— 1 


o 


In 


x 


— 2 


dx 


dx 


y = l/z 


dy 


: y(lnjy) 


dln^y 

(lny) 




— (l/lny) 


或者在 x = l 处有 


lim 


x 


l,p \ In 


x 


tip 


p 


1/( 工一 1) 


lim x 

JT^l 一 

lim 


i x — 1 

(ln:r) 2 


JT 


2lnx • (1/x) 


以及 


dx 


1/2 ^ — 1 


发散 ，立 即得知 H 


X 


-up 


In 


x 


- 2 / I 夕 


0 


: r _ 叫 In 


x 


-up 


p 


dr 发散•因而： r-"Mn 


x 


-Up 


1 发散， 


e l p ( E ). 


同理，可以由 


lim 

X"^l _ 



~ 2// - 

夕 +« 

\ ^ j 

— 


I/O — 

1) 





lim : r — 宁 lim 


JT 




1 


x- 


x 


Gnx) 2il ^ a/p) 


lim 


2(1 + a/p)(\nx) [ ^ 2a/p • (1/x) 


« 
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得到 

n 

x— vp 

ln 丄 

-zip - 


0 

— 

( X 1 

_ 


L p + a ( E ). 


发散，从而 


x — vp 



x 


— Zip 

e 


由此可知，此三个命题是密切相关的. 

例3 若 f e //(£) H /■/(£)，且令 0< A < l ， l //> = A/r + 
(l — a ) a ， 证明：|| / | t , < ||/|| 卜 || /||”. 

证 当 r 5 < oo 时，利用许瓦兹不等式 

* r 

I/O) \ p dx = I/Or) \ xp \f(x) | (1 -叫 cLr 

J £ J E 


当 r <0 


< \ f ( x ) | r djr 

\ J E 

时，因为 /> = ” / A ， 故有 


參 




E 


\/M f 5 d 


(l-A)/>/j 


X 


r 




E 


|/Or)| ， cLr< \\P-\\J |/(x)|Mx 

J £ 


=II / !lr A - ll/lie]), 

即，当 r < p <0< oo 时，有 || / |i , < || / II } • ||/||2- A) . 

例 4 在 [0，1] 上作一函数 / U )， 使 / G L (£：)， 而 /f L 2 . 


则有 


解设函数 



1 ， 

0 ^ x 

fix) — ^ 

1, 

l/n < 


1/7 ； 

〖， l/(n - 

‘ f(x)dx — 

00 

S ^ 


1)， 


in = 1，2,…） 


1) < 工 < 1 /«， 




n 


n — 


= 


2 


n 


n(n + 1) 


S 


n = 1 




正项级数 S 


0 


vTT (n + 1) 


f 2 ( j：)dx = 


n (n + 1) 


收敛，从而 /( x ) 在 [0，1] 上可积 • 但是 


n 


n n — 


S 


n 


Yl —】 


是发散的•故 /€ 人 
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例 S 证 明：在 P 中，范数有如下性质. 

(1) II / II > 0 ， ll/ll = 0<=>/(x) = 0, a. e . ； 

(2) II a . / II = M • II / II ; 


(3) II / + ^ II < II/II 


证 （1) 因为 II / II 2 




II g 


|/( j ：) | 2 d:r > 0,所以 || fioc ) || > 


0 .而依勒贝格积分的性质，等式 


II/II 2 




|/(工 ） \ 2 dx = 0 


成立的充要条件是尸&) = 0,即 fix ) = 0. 


( 2 ) || oif(x) || 


f z ( jc)dx 


1/2 




M 


\ 1/2 

/ 2 ( x)dx 


= m • imi . 

(3) 依柯西不等式，有 


II /( x ) - {- g ( x ) || 


|/(: r ) + \ 2 dx 


1/2 


< 


rb 




|/( x ) \ z dx 


\ 1/2 


j ^( jr ) \ 2 dx 


1/2 


例 6 


= II / li 

设 /6 L 2 , 证明 


U • 


|/(x) \dx ^ \/6 


/ 2 ( x)dx 


1/2 


证利用许瓦兹不等式 




|/( jr ) |dx 






|/( x )| dx ^ I 


* 


it/ih 




l 2 cLr 


\ 1/2 


* 


^ i 1/2 

1/ ⑴ l 2 心 




A 




rt 


I / O ) | 2 dx 


例 7 设 /( x ) j ( x ) 是 £ 上的非负可测函数， 1 < < m ， 


l/p + l/q — 1 .证明 


r 


f ( x ) g ( x)dx 


<11/11 


g ii i 


\ f ( jr )\ /> I 片 （ x ) 卜 d 


l/r 


争 
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证利用 \f(jo)g(x) \ = f(jo)gu) 和许瓦兹不等式 . 


r 


j 


E 




r 




E 


[/⑴] 1 —[ 芨⑴ ] 1 -…[ 尸 ( 咖 （ x)] 1/r dr 


< 






£ 


I/O) l^dx 


i\-p/r)/p/ r 




E 


I 茗⑴卜 d 


(\—q/r)/q 


X 




E 


1/( 工 ） K \g(x) [Mx 


1 A 


II / II i 


—ph 


癱 


\ g\\l 


qh 


E 


1/(1) \ p \g(x) \ q dx 


1/r 


例 8 设 /e LHR n ),g e / ，（ m ， l</><oo,l<g<oo, 


1/P H - l/g — 1 〉 0 ，令 / 1 ( 了 ) 


f \\ f>\\ g \\ q A/r = l/p 

证 利用上题结论，得 


R” 

l/g — L 


f{t)g(x — t)dt. 证明 ：|| A || r < 


r* 




R 11 


\f(t)g(jc — 0 |d? 


<ii/ii • imi 




p 






R n 


1/(,) \ p \gi^ — t) |M 之， 


\\h\\ r 


■ 

\h(x) \ r da 
Jr” 

<(Ln/nr iuii ； 

' v R 


ii /ik 


—pl' 


鲁 


II ^ IIJ 




9 




嚎 




K n 


1/(,) \ p \g(^ — t) \ q dt 


Mr 


■ 

™ / c 


R n \ . 


R 1 


1 / ⑴ IM 反 （i —d:r 


l/r 


<ii/ii v pfr - n^iir Vr - \\ f\\ p/r • ii 发 ii 忪 
= w f\\ p • II g ii 

例 9 设 / 6 L p (E) 乂为 E 的可测子集 . 证明： 




E 


1 / 叫 


I / I Ml } + 


r 


F\e 


\f\ fi d 


Vfp 


JC 




证作函数 

2 个 4 • 



/ l ( 工） 


/ Cr ) ， ^ ^ e 9 

0， x G E \ e ; 
于是，依闵可夫斯基不等式，有 


fzioc ) 


0, 

/⑴， 


工 6 於， 

x 6 E \ e . 


r 




E 


|/|Mx} 


I/P 


r 


E 


\fl + fz \ P ^ 


VP 


r 


< 


E 


\ A\ p dx 


i/p 


r 


E 


\A\ p d 


i/p 


x 




i/|M 


i/p 


x 



€ 


U 


f* 


£V 


\f\ p dx 


Mp 


例 10 设 p ， q ， r 为满足 l //> + 1 /g + 1 /r = 1 的三个正数， 
证明 ：对 任何可测函数 f ， g ， h ， 有 






£ 


\ fgh \ dx ^ |1 / || ^ • || ^ || , • II A II ” 


证若 II / IU ， II & IU ， IU IU 中至少有一个为则不等式_ 
显然成立. 

若 /e L% g e L\h e " ，则因为 〆 /( 广 ” e z^_ i) 9 W 〜” 

6 P- lwp ，所以 


~ 1)<? , ^ / (/> — 1) 


P 


P 


1 ， 


依赫尔德不等式，得 


g p/tp^ h p/ip-u ^ U ， 即芨厶 e ///(，])• 


且有 II〆 "，— 1 ) || 

J £ 


( 户 一 1 )q/p 




|( h P/( ^ l) || 


r 


E 




/>/[( 户 一 i)9] 


x 


畢 


nJ 




E 


\ h\ r d 


iP - l)r/p 
p/Lip ^ 1 )r] 


X 


又由以及含 + 1 ” 

等式，得/ ^ 6 /入且 


P 


1 


1，再次依赫尔德不 


%! 


E 


fgh \ djo ^ \\ f\\ p || g h || 


p/ip-\) 


<11/1 


p 


u 


E 




Vq 


f* 


JT 


争 


E 


\h |'djr 


ii/m 哀 umi 
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例 11 设/€ //(— oo , oo ) y g ^ L q {— oo , oo ), l //) + 1 /q = 


1，/>>1.证 明： 尸⑴ 


先证 Hrn 

A—►(} 




户 . 


/ O 十 Og (: r ) clr 是 / 的连续函数. 


oo 


I/O + A) — fix) \ p dx 


\!p 


0. 




因为 V £> o ,3 w >0, 使得当叫 <1 时，有 

-N \ \!p 

\fi^c + /z) — /(:) I p dx / < e/3. 


Vp 




N 


|/(x + /?) — fix) I p dx <C e/3, 


由例 12 知 ,3 0<心<1，使得当 1 A 丨 </ i 。 时，有 


N \ \!p 

1/(X + ") — /(x) \ p dx) < e/3, 






故 


从而证得 lim 


1 / 沪 


l/O + A) — fix) \ p dx\ < e* 


roo 


|/(x + A ) — fix) \^dx 


Up 


0. 


再证是〖的连续函数 _ 因为，对任意的(— oo ， w )， 依 
赫尔德不等式，有 

\ F(t + A /) - 尸 (/) | 

^ \ I/O + £ + A /) — /(，+ O 丨 \gM |dx 




< 


!/(工 + i + △,) — /(I + f) \ p djr 


\/p 




IUII 


9 


CO 


oo 


Mp 


|/(jr + AO — fix ) Kdx i | g || 


则利用前面证得的结果，知 


lim j F (/ + Af ) — F (/)| 

A/^O 




0, 


即尸 u ) 是 （的连 续函数 • 


例 12 设/€ //([ a ，6])，/>>0, 证明: 


lim 




f 

\ 


ru \ i - p 

|/(jt + ft) — fix) I 户 dr 

<A 十衣 


0 (0 < 2 <J < 6 - a). 


证 U ) 首先 证明 ： V 0, 存在 [心6] 上的连续函 数外: r )， 




246 






i ch \ i/p 

使得丨 |/( x ) — | M:r 丨 < £• 

若令 E = [ a ，6]， 艮 = U : |/| > n }， 则由积分的连续性知，存 
在 A > 0,使得当 e C £， m ( e ) < A 时，有 


)i/p 

I / i p dx I < e/4. 

E i 


又由 limmCD = 0,知必存在 W ，使得 m ( E N ) < d x , 于是，有 

rt—oo 

/ f \ l/P 

N • m ( E N ) < I ^|/| p dx j < e/4. 

由鲁金定理知，存在闭集 F <= £\£ w ， 使得 

[_ maE \ E N )\ F )^ < e / AN . 

因为 for ) 在 F 上是连续的，所以在 [ a ，6] 上作连续函数 

_ |/( 工)， T e 尸， 

9X i 函数保持线性，^ e E \ F . 

则 < pi ^ 即为 所求. 因为，在 | f ( x )| < iV 时，有 

I r* ) up 

I |/( x ) — fix ) \ p dx I 

^ J a f 


r 


yp 


r 


F 


\f — <p\ p dx) + 


£ 


1/ — <p\ p dx 


i / 户 


N 





) l/p 

1/ — <p\ p dx 1 



^ i/p 

I / I 也十 




yp 


+ 2N * {maE\E N )\F)} l/ ^ <4 + 4 + 4 = 

4 4 Z 

(2) 由 （1 )，V 6>0，存在[>，6]上的连续函数扒1)，使得 

i p \Vp 

j |/(x) — (fix) \ p djr > < e/3. 

乂 J U f 

又由 /( T ) 在0，幻上一致连续知，存在 0< A < 使得对于 
任何 [“，6]，当 k — X 〃| < A 时，有 


| p ( y ) — < p ( jr tf ) I < -— 

U — a 
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因而，当 m < IAI 时，有 


'b-$ 


I/O + A) — f(x) \ p dx 



< 


、 b-S 
d + 汐 


|/(^r + h) 


) 1 / 夕 

— <p{x + A) I 户 djr } 



m b _ $ 

I <p{x -\- h') — <p{x) \ p dx 

a-\- S 


Yip 



广办一 ^ 

\<p(x) — fix) \ p dx 

a-\- S 


I/P 


<CT — A~ — -4- — ^ £ 

3 3 3 • 

( —谷 \ \/p 

即 lim \f{x + / i ) — / U)|Mx = ()• 

A—► 0 ^ J f 

例 13 设/ >>1 •若 / U ) 与 gU ) 能使闵可夫斯基不等式中 
之等号成立，则必有 gM = kf { x^>{k ^ 0). 

证 （1) 先证 明：若 /e u,g e L\l/P + l/q - 1，则使得 
赫尔德不等式中等号成立的充要条件是存在常数;1>0,使得对于 

x € E ， 


\g(sr) | = A(/(jt) I〆 ％ a. e •或 f{x) = 0, a- e_ 

因为，当 /(X) = 0 或尽 (X) = 0, a. e. 至少一个成立时，赫尔德 
不等式中等号自然成立. 

以下用反证法.设 ll / ll ,> o , ||发|| 9 > 0 ,证明在赫尔德不等 
式等号成立时，必有^ > 0 使得 |g(x) | = A|/(x) |" 9 ， a. e.. 

因为证明赫尔德不等式时，用到不等式 +6 Vg G 
>0,6>0).当取等号时，必有 V = 证明过程中还取了 

P(X) = /o)/ II / II 户， 0 (x) = g{x)/ II g II 


\^p\ p dx = 1, 

( Je 


|0 卜 dx = 1 

E ) 


从而，使得不等式 \?^\< W \ P / P + I 01 V 9 中等号成立必须且只 

需= 10 I 9 .从而要使不等式 
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I <p • <p\djc 
J E 


iW\ P /p + \<p\ q /q)dx 

E 


= 1/p + 1/g = 1 ， 

即不等式 [ \fg\dx^ 11/11， || g|U 中等号成立，必须且只需在 

J E 

£ 上，有 

|??(x) \ p = \<p(x) I 9 , a. e. 

或 |^(x) I 9 = || g IU/ II / II { * 1/(^：) V > a. e. 

即 k(x)| 9 = || g\\V\\f\\ p P - |/(x)K,a.e. ， 

亦即 lg(x)l= II g II J II / II p p /q • |/(x) \ p/q y a. e.. 

取入 = || 贫 || 9 /||/||0( 又 >0 )，则有 Igdx)] = A|/(x, K /fl , a.e.. 

当 gO) = 0 ， a.e • 时，可取 A = 0. 这时， I 尽 ( 工 ）1 = 
Al/U)!^% a.e. 仍成立，还有可能 /U) = 0, a.e.. 

反之，若 II ^11 a.e, 成立，或 /Cr, =0, a.e. 

时，赫尔德不等式中等号成立 . 

当 / = 0 ， a.e • 或 = 0 ， a. e. ( 相当于 A = 0) 时，身尔德不等 
式中等号自然成立 . 

设 - A|/|^, a.e. 成立 •则 

\f-g\ =A|/| 1+ ^ = A|/!Na.e. , 


从而 


r 




E 


/ • ^|dx = A 


E 


l/|M 


X 


E 


\f\ p dx 


i/p 


fj 


E 


\ g \ q ^ 


Vq 


r 


J 


E 


\f\ p dx 


i/p 


A 9 


E 


\f\ p dx 


1/9 




A 




E 


Vp 七 Vq 

\f\ p dx I = A 


v 


E 


\f\ p dx 


综上知，赫尔德不等式中等号成立. 

(2) 证明： 使闵可夫斯基不等式(其中/，贫€ /■/，/， >1) 中等 
号成立的充要条件是，存在常数 A >0,使得# == A /， 3.6.或/ = 

0 ， a. e … 
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因为，在证明闵可夫斯基不等式过程中用到了下面三不 等式: 


\f + g\ p - \f + g\ - |/ + 发 |" 9 

< 1/1 • \f g\ ph ^ kl - \f + g\ p/q y ① 


/I • 1/ + g 1 p/q ^ < ( 

J £ \ J 

. \f\ p dx) 

E 1 

\/pi r 

* 

1 茗 1 • \ f + g \’ /9 dx < ( 

J E ^ J 

A 

| 

i / 户 / r 

\g\ P ^ } 

E / 

(f 


1/ + g -| A djr ) ，② 


\ 1/? 

1/ + g\ p dxj .. ③ 


其中①式等号成立必须且只需1/ +发1 = l/i + Id 成立，即/ 
与君同号.②式与③式同时成立的充要条件是： • 

有 A > 0 ， 使得 1 / + 总 = A] | / j A ， a. e. 或 / = 0 ， a. e.. 

有 A 2 > 0, 使得 \f g\ p/q — K\g\ p,q > a. e. 或^ ■ = 0, a. e.. 
若/= 0 及 g = 0 或至少有一个成立，则闵可夫斯基不等式自 
然取等号. 


设 /> 0，发 > 0,则 f-\-g> 0,^ > o , a 2 > o. 

从而 f + g ~ 乂 /，/ g = > 0 ，怂 > 0 ) .有 

又 ;/ = ^zg^g = 岌 /4 •/ = A/, (A > 0) 

综上所知，闵可夫斯基不等式取等号的充要条 件是: /= 0, a . e . 
或存在常数 A > 0，使 g = A /， a . e . 成立. 

例 14 证 明：当 时， // C/A 
证 （1) m(E) < oo ,/ Cr ) 6 L p . 因为 




E 


\f\ p d 


x 


E 


(\f\ r y /r dx< 


知 l/T e L p/r (p/r> \)、plr 的共轭数为 p/(p - r) > 1 •显然 1 
e z / /( 卜)，从而 


r* 


E 




|/| r djr < {\ f \ r y /r dx 


./ 户 


ml 


E 


r* 




l pnpr) dx 

E I 


(p — r)/p 


(C \ \ir 

( Jj/Nxj < 


r \\/p 

\f\ p dx 

J £ / 


ldx 


J E 


(P— r)/(^r) 


即 \\/ l < ii / il •(⑺⑻ )( i / r ，） (/ >> r > D . 
由 m (£) < ⑻知， / G ", 
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(2) m (£) 则 // 与 /^互 不包含.例如，设 £： 

— [11°°) »/ ( x ) = x _l/2 ,|5 |J / 0 // ，但 / € 

当1 <r </»时，由于 

\\fn~f\\r< \\f,-f I! p (m(£) 

所以，可由 ll/ n — /iu — 0 推出 || /„ - / II , - o . 

例 IS 设 rn(E) <oo 且 ()</)! </> 2 < ⑺，证明 ： ZA (五 ） C 


LM £) ; 且 


II/II II / II , 2 . 


可设/% < 0°，令 r = 声2/7>1 ，则 r > 1.以 〆 记 r 的共辄 
指标，则对 /e /力(丑），依赫尔德不等式，有 




£ 


|/( x ) | p idx 


E 


[1/( 工 ） |户1 • l]dx 




J 


E 


|/(x) 


l/r 


奪 


J 




Vdx 


E 


1/〆 


(m(£)) 


i/〆 




E 


|/(工） l^dx 


\/r 


从而命题成立，有 


E 


Mp 




\f(x) j p ^dx ^ (m (£)) 1//? 1 \f(x) I p ^dx 


E 


l/A 


例 16 设 00</><： y < oo，/e // (五），证 明： V t > 0,3 
分解 / Cr ) = 〆 ■!•)+ / Ki )， 使得 

lt/li?, ||a|| ：<^ fi/ll ^ 


证 对 /> 0,作函数 

g (^) = 


0, 


\f(x) ( < t. 


/O ) ， \fix) j > t. 


在 


/ ><0 时有 


ik IK 




r 




E 


1^(^) \ r dx 


E 


i 只⑴ I 〜 j 尺（工 ） \ p dx 





\ g (^) \ p dx ^ f p 

^ E 


|/(.r) j p da\ 


即为所 证. 类似可证第二个不等 式- 
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第二节"空间的性质 


主要内容 

一、 //(£) 是完备的距离空间 

1. 对于 /,g 6 //(幻，定义 

d ( fyg ) — II / 一 g 1 U ， 1 < 户 < °°. 

ma p ( E ') f d ) 是一个距离空间.且有 

( l ) d(f , g ) ^ 0 w , 贫）= 0,当且仅当 f = g . 

( 3 V(/^)<^(/,/i) + 以 / 1 ，尽），即 
It / ^ II /» — li / —— 办 + 方——貧 II < II / ——Ml p + II 方—发 II " 

2 . 设 /* e /."(£) a = 1 ， 2 ，一）.若存在/€ //(£)， 

使得 Umd(A，/) = iim || /* ~ / || ,> = 0. 

Jt—►oo 务一 >oo 

则称 {/*} 依"的意义收敛于/，{/0为 P(£) 中的收敛列，/为 
的极限.且有 

(1) 极限的惟一性.若 Um Wf .- fW^OMm ||/*-^||,= 

*-CO 71 — ， OC 」 

0,则 / = 右 ，• 

(2) 若 Um || /* — / || , = 0,则 lim || f t \\ p = |1 /»,. 

泛 —cc 

3. 设{人} C //(£：) •若 lim IIA —A IU = 0, 则称是 

h 、 j 一 w 

//(£) 中的基本列（或 Cauchy 列）. 

4. LHE ) 是完备的距离 空间. 即若距离空间中任一基本列必 
收敛，则称距离空间是完备的 • 

二、//空间的可分性 

1. 设厂是 / A 五）中的子集，若对任意的/€ //(£) 及 e>0, 
存在只€厂，使得 li /-- 则称尸在 //(£) 中 稠密； 若 
/ /(£) 中存在可数稠密子集，则称 "(幻 是可分的. 
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2. 设 /€ UiE ) (1</><00)，则\/ e — 0,有 

(1) 存在 R n 上具有紧支集的连续函数 gOr)， 使得 

|/(x) — g{x) \ p dx < e ； 

J £ 

(2) 存在 R n 上具有紧支集的阶跃函数 

k 

= XldA )， 

i~ 1 

其中每个 /, 都是二进方体，使得 Jj/Cr) — fix ) |Mx<e. 

3. / /(£) (1 < /> < co) 是可分空间. 

若 1<P< ⑺， l<r<oo, 则/ /( E ) 在 中稠 

密. 

4. 若/€ HR ”） （1<6 <的），则有 

r 

lim 工 + t ) — 7(x) l^dx = 0. 

t^o J K n 

疑难解析 

1. 怎样理解 lim/* 二 /? 

答对 /e //，占>0,记；'/(/，幻= { g ： cUgjxd , g eL p } 
为/的 s 邻域.设 /* e //，若对于任意的 £ >0,存在相应的 iv> 
0,使得当时，恒有 d(A，/) = II/*—/II < e 成立，则称 
{/*} 平均收敛于/，而称/为 /* 的极限，即 lim/* = /. 

>—► co 

(1) 如果用邻域来叙述平均收敛，表达 为：对 /的任意一个邻 
域 AT (/ J )， 存在相应的； V >' 0 , 则当 々> AT 时，恒有 /々 e AK / J ). 

(2) 分清 /i(-r) - ► /( ： r) 与 f k -> f 的本质区别 • /*(x) -►/(x) 
表示对固定的: r ， 数列依通常意义收敛于 / Cr ). 而 /* — / 
表示//中的元素列 {/*} 平均收敛于/，即 /* — /指的 

lim || f k \\ P = 11/ II ” 

it 一 oo 

也称为范数的连续性. 
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平均收敛的概念在微分方程、概率论以及逼近论等许多方面 
有着广泛的应用. 

2. 稠密概 念可以从哪些方面去 理解? 

答 稠密概念有以下几种等价的 说法： 

(1) V A (距离空间的子集）及 e >0,3 3^丑，使得以0：， 

y) < £. 

(2) 对任意 e > 0,以 S (也是距离空间子集）中每个点作中 
心，以 e 为半径的所有邻域的并包含即 

(3) 对任意： r G A ^ B 中有点列 UJ 收敛于 x . 

应注意的是，稠密定义中只要求5二 ) 不要求 AZDB . 

3- 从完备性定义中可以认识到什么？ 

答 （1) 任何距离空间中的收敛列必是基本列，但逆不成立. 
(2) 完备距离空间中的任何一个闭子集在看做是一个新空间时也 
是完备的. 


方法、技巧与典型例题分析 

//空间的平均收敛与数学分析中的逐点收敛不同.也与后面 
讲到的弱收敛不同，要注意掌握收敛的定义与实质所在.完备性与 
可分性是"空间的基本性质，其证明是典型的，必须学习并掌握. 
一、 距离空间问题 

例 1设£是一距离空间，距离为^(， ） •证明：对£:中任意三 
点 x ，： y ，2：， 有 

\d{x^z) — diy^z) | <^/( 工， 3 >). 

证 由三角不等式，得 

d{x>,z) ^ d{x y y) + d{y y z) , 
d{y<,z) ^ diy^jr) + d(x^z) — d(jr^y) -(- d (sc^z ), 

故 d { jr ， z 、一 d { y , z ) ^ d(x , y ) , d ( y , z ) — d { x , z ) ^ cUjr ^ y ). 

即得 ，；? ） 一 ，2) I < JCr ，)，). 
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例 2 设£为一非空集合，在£中定义 

办 oH 1 ’ f 

lo, 当 : c = ： y. 

证明：£在上述定义下是一距离空间. 

证 距离空间的头两条悻质显然满足. 

对 : r = : y ， 则= 0,三角不等式 成立. 若 j ： # ： y ， 贝 ！ J 
d ( x ， y 、 = 1，这时，对任意 z 都有 dix ^ z ) + d { x , y ) ^ 1，从而 

d ( x y y ) ^ d ( x ^ z ) + d { z , y ). 

例 3 证明 ： 

(1) 距离空间中任一闭集必可表为可列个开集之交； 

(2) 距离空间中任一开集必可表<为可列个闭集之并. 

证 （1) 设£：为距离空间中的任一闭集•令 

G„ — {a ：； t/(x,£) < 1/w} , 

则容易验证每个 G„ 为开集，且 F = HG„. 

^=1 

(2) 设 G 是距离空间中的任一开集.令厂=(^，则 F 是闭集. 
由 （1) 知，存在 {GJ， 使得 F = 从而 

m— 1 

G = F c = [ )G c = [ jFn (心 是闭集 ）• 

«=■ 1 m — 1 

例 4 若 A — 工。， : y« — 3V 证明 ； d(x n ,y„) d(x 0 ,y 0 ). 

证 由三角不等式，有 

d ( x n 9 y n ) ^ d ( x n , x 0 ) + d ( x 0 J y n ) 

< d(x„ ， jc 0 ) + d(:r 0 ，： y 0 ) + d{y^,y n ). 

因而 dix n ^ y n ) — d ( x 0 J y 0 ) ^ d ( x nJ x 0 ) + d(D 0 ) ， 

类似 d ( jo 0 , y Q ) — d ( x n , y n ) < d ( x 0 , x n ) + d (: y。，％) ， 

从而得 — <^Oo，：y。）I < d(;，x。）+ d { y Tt , y 0 ). 

令 《 —CO, 即得所证结论. 

例 S 设 R 1 是实数全体，在 R 1 上规定距离 

4Cr，_y) = * D € R 、 
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证明： R 1 按 dix . y ) 是一个距离空间. 

证 d x ( jo , y ) ^ 0^ d } ( x y y ) — d x { y ^ x ) 是显然的， 

现在证明，对任意复数〜匕成立不等式 

k + ^1 < \a\ , 1^1 

1 + h + 办 | \ 1 + T 1 + | 6 丨 - 

考察在 [0，°°) 上的函数 〆 : T) = X /(1 + JT). 由于史 (X) = 1 + 
1/(1+ X ), 所以炉 u ) 是单调增加函数.由 沁 + 6|< M + |6|， 
可得 


\a b 


1 + \a b 




l a 丨十 1 办 


1 + |。 I 

|a| 


|^| 


l^i 


1 




丨 + 161 ‘ 1 + 
H 


i a I + i^l 


1 + i <2 I 1 + 161 • 


从而，有 


4(工，30 


jx — 3/| 


< 


X — Z I 


之—夕 I 


1 + \x ~ y \ ^ 1 + \x — z \ 1 + \^ — y \ 
d(xjz) + d(zjy). 


R 1 按 k -> l 是一个距离空间，按也是一 
个距离空间，但它们的极限概念却是一致的•又如， R rt 上按距离 


dix^y) = ( 2(1 — ％ ) 2 广， 

I — I 
n 

d ^ x . y ) = 2 lx ,- — yi \ , d 2 ( x , y ) = max | x , — 3 ;, | 

i=i 1 

是三个不同的距离空间.但在这三个距离空间中，点列按距离收敛 
就是按每个坐标收敛 • 可知点列的收敛与否，及收敛点列的极限， 
在这三个距离空间中是完全一致的. 

设£是勒贝格可测集， m (£) <⑺•又设 S 是£：上实值(或复 
值）可测函数全体，当/<在 五上几 乎处处相等时，把/和 g 看成 
S 中的同一点，对于/，总6 6 1 ,规定 
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d ( f ， g )= 


1/(0 - g (0 I 
£ 1 + 1/(0 — ^(0 1 


由于 < i ， m (£) < oo , 所以上式右边的积分是存在 

的.类似于例 5 ,可以证明 d ( f jg ) 确为 S 上的距离. 

例 6 设£为距离空间，/ C £：.证明：£：的一切内点组成的集 
合为开集. 


证 设 U::r 为 A 的内点丨，任取 I 6 £ ，因为 x 是 4 的 
内点，故必存在占 > 0,使开球 * SU ， 幻匚 A ， 现证明 SU ， 幻 C 5 . 

对任一: y € — d — d ( x t y ) > 0 ,则 5 (^,^) C 

5 U ， 幻 （= 4 , 所以 3 ； 是 A 的内点，即 SU , 幻 CIB ，从而 S 为开集 • 
例 7 设£为距离空间， 4 匚£，令/(了）= in { dU , y),x 6 

: yeA 

五 •证 明: / U ) 是连续函数. 

证 任取 ■ T ，％ 6 £，则由三角不等式 

d(jo^y) ^ d(x,x 0 ) + <^(^ 0 ^) 

可得 infd (： r ，： v ) < d ( xjXo ) + inf ^( x 0 ,^) t ① 

A 

同理 inf ^( xo ^) < d { x , jc 0 ) + inid { x , y ). ② 

由①，②立即可得 

|/( x ) — f ( x 0 ) ! < < i ( Uo ) ， 


故 / U ) 为连续函数. 


例 8 设£为距离空间， A ， F 2 为 £ 中的两个互不相交的闭 
集，则存在定义在£上的连续函数 / u )， 使当 ：ce A 时， / u ) = 
0 ,当 I € 尸 2 时 ，/ Cr ) = 1 . 

证 记<^(工，/4) = infd ( x ，： y )， 令 

ye A 


fix ) = 


_ djxjF ^ _ 

d ( x , F ^) -f d { x , F z ) ’ 


则依例 7 ，/ U ) 是 £： 上的连续函数，且 


f(jr) = 



or 6 ， 

X ^ F 
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例 9 设 E 为距离空间， R 与 R 为£中不相交的闭集. 证明: 
存在开集 ，使得 Q H G = 0, G 1 Z 3 F 1 , G 2 3 F 2 . 


证利用例8,令 /( x ) 
续函数， 0</ Cr )< l ， 且 


/( 工） 




d(xjF x ) + d(x ， F 2 ) 


，则 / U ) 是连 


0 ， x F 

I ， 工 6 F 


再令 Q = U :/ Cx ) < 1/2}， G 2 = 1/2} ， 则知 G 、， G 2 均 

为开集，且 G r \ G 2 = 0, G 1 ^ F 1 , G 2 =) F 2 . 


例 10 设有（一 


) 上定义的连续实值函数/，对任意 


y G (*— ° 0 , 00 )，记 d ( z ，： y ) = 1/(^：) — f ( y ) |•证明是（一°°， 

oo ) 上距离的充要条件为/是严格单调函数. 

证充分性设/是严格单调函数，则直接验证即知, rfu ， 
y ) 是一个距离. 

必要性设 d ( x ，30= 1/(工） 一/( 3O I 是（一° 0 , 00 )上的距 
离•由于 d (： r ，： y ) = 0 <=^x = ： y ， 可知工声 : y 时 ，/0) 9 ^ f ( y )> 今证 


: r < y O 时，有 f U ) > f ( y ) > / U ) 或 fix ) < f ( y ) < /(之）, 
用反证法.设 / 不是严格单调函数，则必 / Cr ) > f ( y ) Jiz ) > 
f ( y )， 或者 / U ) < f ( y ) ，/ U ) < f ( y ). 考虑第一种情形（其他情 
形类似可证），设 / U ) >/ Cr )， 在 bp ] 上考察连续函数 /. 因为 
/( 2 ) >/ Cr ) >/0；),则由中值定理可知，必存在 ^ e [>，<]， 使 
f (0 = / O ). 但1<_>；</，故工^^,得出矛盾. 

例11 设 五是勒 贝格可测集，0</><1•对于 /，《 eP (£)， 


记 A /， 贫）= JJ / U ) -《⑴ \ p dL 证明 ：//(£) 按上述 d 是一个距 

离空间. 

证 当0 </><1时，对任意如果0<了< 1，则有 （1 + 
xY < 1 + x < 1 + 〆 •对任何 < 2 ，6,设1 < ㈣ 且办尹0,取 .r = 
1“1/41，则有（1+ (1 十 | ap /|6 K )， 从而 k 

< (hi + \ b \ y ^ kK + 0 K ， 当^ 6 = o b 寸，这个不等式也 
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成立 • 


1 

对/，贫 e //(五），显然有 1/(0 — 《⑴ Kck > 0,即 dif . g ) 

J E 

> 0 •而 d(fyg) = 0^=>/ = 及， a. e. ， d(f ， g) = d{g,f ) 也是显然 

的.对于 /jA 6 //(£)，利用已证得不等式，有 

, 

dU\g) = )/(0 — git) \ z dt 

J E 

^ C \f it) — h(t) j p + 1 方（ , ）一 git 、 l p ]df 
J £ 

= d(f ^h) + d(hyg). 

所以，当把/ /(£) 中几乎处处相等的函数视做同一元素时，/ /(£：) 
按所定义的^是一个距离空间. 

二、可分性问题 

稠密性概念可以这样来讨 论：当 需要考察点集 W 的某些性质 
时，我们可以先对其中的稠密子集 M 加以考察，然后利用极限过 
程推广到 W 上去. 

例12 证明： 多项式全体在中稠密，其中 C A [«，6] 表 
示|>，6] 上々 次连续可微函数的全体，距离定义为 

b 

dix^y') — V] max [ j: 0) (0 — _y( ;) (Z)|. 

证 任取 I ⑴ e 
存在多项式 p ( o , 使得 


maxk -(0~ P (0 |< a + lM *. 


其中 Z = max{\jb — a } ，令 


P X U ) 


P(u)du + : r(*— u (a ) ， 


Pj(t) = Pj ^{u)du + Jo a ~ j) (a) ,7 = 1 ， 2,… ，方； P 0 (O = Pit). 

J ^ 

显然 Jr {) l \t) = x (j) (u)du + jt ( 广 n (< 2 )，）= l ， 2r" ，々， 

J u 

— P k - ; {t ) 3 j = 1 ， 2,… ，々 • 
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则 Pkit ) 是一个多项式，且满足 

d ( P [ it ) y x ( t )) < e . 

从而多项式全体在 C k la ^ 中稠密. 

例13设1<户<00，£[>，6]是上有界可测函数全体. 
证明 ： 在//0,6]上稠密. 

证对 /e //[、幻，作函数列 

_ |/(-^)> |/0)丨 < n ， 

Jn X = |o, 1/Cr ) 丨 >n. 

则人是 有界可测函数，且 

\ f n { x ) — fix ) \ p Ax = |/( x ) 

J a J \ f\ >« 

因为 \ f\ p e X /[ a ，6]， 由积分的全连续性 , V e >0,3 S >0, 使得 
当 《 C =[>，6]， mO)<S 时，有 

l / o ) \ p djr < e p . 

J e 

因为 〆 • ^(1/1 > < 1/(了 ） \ p dx ^ I / O ) | Mx ， 

J i/i>« J^ 

所以，存在 0, 使得当 ”> AT 时， m ((|/| >n))<d, 

从而 II /„ — / II ^ = ( j /( x ) \ p dx\ < e ， 

V J !/)>» I 

故人 —/. 由等价性知， 5|>，幻 在 L ^ a ^-] 中稠密. 

例14设 1</>< c «， 视 C [ a ， 幻为的子空间•证 明： 
C *[<2 ，6]在 1 / \_ a , 6] 中稠密. 

证 由例13知，在中稠密，则由 定理: 设£是 
距离空间，若4,5/是£的点集， C 在 B 中稠密， B 在4中稠密, 
则(:在 A 中稠密•知只需证明，按/.心，6]的距离， CD ,6] 在 
6] 中稠密，就有 C [ a ,6] 在 //[ flj ] 中 稠密. 

任取 / € B [ a ， 办]，设 I / O ) | < 6 [ a ，6]. 取 e > 0,则依 

鲁金定理，对于正数3 = U /2々) 、存 在足6 C [ a ，6]， 使得 m ( (/矣 

S )) < &不妨设 k (. r )| < k , 否则，将 g 换成连续函数 
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max { min (^( o :) , — k ) 就可以了，记 £ = (/ ^ g *)， 于是 

|/(x) — g(x) \ p dx — I/O) — g(x) \ p dx 

% n £ 

^ (2 k ) p m ( E ) <i e p . 

即 \\ f - g \\ ,<£，依定义知，(：|>，6]在5[>，6]中按 Z /[ a ，6] 的 
距离是稠密的 • 

例 IS 证明: //是一个完备的、可分的距离空间，其中 

oo 

d ( jo , y ) = ( — Vn \ p ) U \ /> > 1. 

«=1 

证 d ( x ^ y ) 是一个距离是显然的 • 

(1) 先证完备性.设 U »} C // 是基本列，其中 x „ =(”>)，则 
V £> 0,3 JV > 0,当 n，m > W 时，有 

oo 

此，％ •) = (E 粑 )- e ㈧ 1 " < & ① 

且当;时，有 \^-^ \ < e,i = 1，2,3.所以，对每个¥， 

^ n ) 收敛.设 f = (6)，来证明 x G Z /， 且: r rt -^: r . 

n-^oo 

由①式知，对是 G N ， 有 

k 

2 |^ rt> — ^ i m) I 々 < e 〜 n ， m > N , 

i=i 

当 n(n > AO 固定时，让 w — oo, 可得 

k 

Sie-CW ， n>N. 

i=i 

再令 A — oo , 就有 

oo 

Sie ) — ”>从 

故 x 6 L p ，工” — x ， 完备性得证 ■ 

(2) 再证可分性•记 4 是所有形如 : y = {%，: y 2, …，: y in ，0 r ”} 
的点的全体，其中^为有理数，所为任一自然数，则 A 是可列集. 
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任取 x G //，设： r = {々}.因为2 k K < °°，对任意的 e > 

>=1 

oo 

0, 必有 m>0 存在，使得 jxj* < (e/2) 、 再取有理数 : VmA ， 

k = m+ 1 

lit 

… ， : Vm ， 使得 2 — yk\ p < (e/2 广记 : v = {ji ， : y^ ， … ， : ym ， 0 ，.“} ， 

*=i 

则尔且 

m co 

II > —工 II ， = (2+ S i^i ^) l/p 

k -1 Jt = »I+l 

< (2 • (e/zyy /p <e. 

从而知 A 在 L 中稠密，故 // 为可分空间. 

例 16 对于 C [>，6] 中的任意两个元素 x (0,3 Kf )， 定义距离 
d ( x , y ) — max \xiO — yiO j. 证明 : C[a ,6] 按上述定义是 一 完备 

的、可分的距离空间 . 

证 （1) 先证 co ,6] 是距离 空间. 

d{x,y) ^ 0,d(jo,y) = 0㈡ x，：y 与 d(x，30 = d{y^jc) 是明显 

的 . 

设 x(0，：y(f) ，之 (O 6 C[a，6]， 则 
\ x ( t ) — y ( t ) I ^ I j : ⑴一 z (0 I + ⑴一 y(0 I 

^ max \x(t) — z{t) \ + max \z(t) — y(t) \ 

a^.t^b a^t^b 

=d{x,z) + d{z^y). 

所以 ，C[a，6] 按题给定义是一距离空间. 

(2) 证明 C [>，6] 的完备性.设 C = C |>，6]， 是任一基本 
列•则 V £> 0,3 以> 0 ，使得^ 1 ，《>以时，恒有 

dix m ^x n ) = max |:r”, ⑴一 x„(t) | < e. 

即当 W ，” > W 时 ， \ — X rl U) I < £ 对 / 6 [“ ， 6] — 致地成立 - 

依数学分析中连续函数列的一致收敛性定理知，存在心“） € 

C [ a ，6], 使得 

■k 
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d ( x m , x 0 ) = max |: c „ ⑴一 x 0 ( t ) | - ► 0， 

从而知 C ]>，6] 是完备的. 

(3) 再证 C |>，6] 是可分的.由例12知，所有多项式组成的集合 
在 C [ a ，6] 中是稠密的，又由有理数在实数中的稠密性知，全体有理 
系数多项式组成的集合在所有多项式组成的集合中稠密.而全体有 
理系数多项式组成的集合是可数的，因而 C [ a ， 幻是可分的 • 

例17在 C [ a ，6] 中定义距离= |工(0 — ： y (0 |山，其 

J a 

中: r ( f )，3 KO 6(：|>，6]_证明 : 0[〜6]按4是距离空间，但不完备. 
证 （1) 先证 C |>，6] 是距离 空间. 


m b 
J a 


rb 

一 y(t) Idf ^ 0, 


a 


x ⑴一 yiX) |d/ = Q^=^x(t) — y(t) 


= 0， a . e.>x = : y 是明显的 • 

rb Cb 


\x(t) — y{0 |di = 
J a 


\ y (0 — i ⑴也是明显的. 

a 


取: r (0，： y (0， z ( f ) G C [ a ，6]， 则 

rb 


d(x^y)= 


— y(t) |di 

a 


< 


( \x(t) — z(t) I + \z(t) — y(t) j )dt 

J a 


1^:(0 — z(t) |di + 

J a 


，b 

\z(t) — y{t) (d/ 


^ ' ■ d(xyz) + d(z,y ), 

所以 , C [ a ，6] 按距离禹是距离空间 • 
(2) 再证上述距离空间是不完备 
的•考虑 C [0，1], 作/„如图 6.1 所示， 
可以看出， {/„} 按距离4是基本列， 
但它不收敛于 j ] 中任何函数 • 
可以直观看出，它收敛于 [1/4,3/4] 
上的特征函数（不在 C [ a ，6] 中）.所 
以是不完备的. 



图 6. 1 
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例 18 设 w 是有界数列 A = { H ， … ，気，… } 组成的集合. 
即对每一个 A 都有一个常数 L ， 使得不等式<屺对所 有的/ 
都成立. 

设工 = {$ }，：y ={?,} 6 w ， 定义 

d(x,y) = sup 1^- — 7.1- 

I 

证明 ： m 按 d 是一距离空间，但不是可分的. 

证 （1) 先证 m 是距离空间. 

d{x y y) ^ = 0 <=^>x = y 是明显的. 

d{x y y) = d(y,x) 也是明显的. 

设 ^ ~ {^|} yy = { Vi ) * Z ~ {^ i } ^ 771 ，有 

|^« — Vi \ ^ I —匕 I + I - 7i 1 

<sup|6, — I + sup 1C, - Vi\ 

■ r 

I I 

= dix^z) + d(z,y ), 

所以 d(x f y) < d(x f z) + d(z t y). 于是， w 为一距离空间. 

(2) 证明 m 是不可分的 * 取切的子集历' ={(0:6 = 0 或 
m 1 的基数等于连续基数 c •，因而是不可数集•任取 

{▽, } 6 饥’，工 ★ : V ，则 

d(x y y) = sup I $i — 7,1 — 1, 

1 

即 m ' 含有不可数个元素且彼此的距离等于 1. 用反 证法. 设 m 是 
可分的，则 m 中存在一个到处稠密的可数集合 m 。. 以 m 。 中每一个 
元素作 一个以 1/3为半径的邻域，则这些邻域构成整个空间的 
一个开 覆盖. 由于这些邻域是一个可数集合，从而至少有一个邻域 
内含有不可数集合 W 中两个不同的元素设这样的一个邻域 
的中心是 x 。， 则 : c € N ( x 0 , l /3) ,.v € AK ： to ， l /3) .故 

1 = dix y y) ^ <i(:r ， jr。）+ d(x 0 ^y) <C 1/3 + 1/3 = 2/3 ， 

而这是不可能的，从而知 m —定是不可分的. 

例 19 若/€ //( R n ) (1</>< oo )， 证明： 

lim \fix + f ) 十 fix) |Mx — 2 |/(jt) I ’ d ，. 

R n Jr" 
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证 V e > 0,分解 /( x ) = g { jr ) + A (: r ) ， 其中 g ( x ) 是 R " 上 
有紧支集的连续函数，而||&|^<£/4.显然，存在从>0，当|£| 
时， gU ) 与 _?) 的支集不相交•从而 

_ 

^ 1 总 (X) + g(jc — t) |Mx 

* R 

' r r 

= \g(jo) |M 工十 |g(:r — o |Mx = 2 \g(jr) \ p dx. 

J R w J R n Jr ” 

由分解式可知 I II / || , - II 尽 IU < || M ,< e/4 •又由 

/(•Z) + f{x — 0 =[ 茗 ( ： )+ 尽 (_3" — f)]+[A(X) + /l(X —，)] ， 

以及令 /( x ) =/o — o , 可得 

\\ f + ft \\ p~ II ^ ^ II p < II A + ^ II < 2 II A II ^ < e/2, 

从而，当 IU || >从时，有 

||/ + /,|“-2 1/ ， IU||,|<e/2. 

于是，得到 

ll /+/ t ||,-2^ || /||, 

<| ll / + / IU _2 1/ H |+ I - 2"， " / || , 

< e/2 + e/2 = e. 

例 20 设户 ， > 1 ， l//> + \/q 1/r = 1 , j: = (U 2 , …， 

» *•* ) ty — (7 l ， 72 ， •”，7 n ，… ） ，之 = (?1 ，?2，… ，( n ，… ） ，工，}，之 6 乙 ’ ， 

oo * 

证明： IMUblUUlU 
1 = 1 

证 因为 {k I， /(<?+r )} e v q+rUr ， {I 1 9r/(,?+r) } e z / g+r>/? ，而 

r/(g + r) + q/{q + r) = 1 ，所以 { | 7,( l ?r/ ( 9+r) } € 乙 1 •且 

E i ^ i ?r/c,+r) < (217 小子，宁)击 (Z 

1 I i 

=(\\ y\\ q \\z\\ r ) 一…） 

由 1/ 户 + Q + r'i/dqr) - 1 ，即得 

S i^i <( Si ^ r )^( S m r 一 ))(—> 

卜 i i i 
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= II x IUI ) IUI “ r . 

第三节 L 2 空间 

主要内容 

在 以空间 中当/> = 2时， 〆 = 2.故当/，贫6 L 2 时，有/>6 

[：. 

一、 内积与正交系 

1. 对于/，尽6 L 2 (£), 记 

m 

if yg) — f (x)g(x)dx, 

J E 

称 </， g > 为 f 与 g 的内积.内积有以下简单性质： 

(1) <fjg) = (g ' f) } 

( 2 ) 〈/\ + f Z ， = 〈 •/'" 容〉 + 2 ， ' 

(3) <a/ ， g> = a{f y g) = (f y ag) (a 为实 数 ). 

2. 内积的连续性若在 L 2 (£) 中 ,11 mA = /( 或 lim || /„ - 

^—►00 rt—►oo 

/II 2 - 0)， 则对任意的尽 e L Z ( E )， 有 

= <f yg). 

3. 若 f，g e L 2 ( E ) 且 ▼/， 贫〉一 0,则称 / 与发 正交; 若{科} c : 
L 2 ( E ) 中任意的两个元都正交，则称{只}是正 交系； 若同时有 

II ^ || 2 = 1( 对一切《)，则称{私}为标准化正交系. 

若在正交系冰 } C /> 2 (£) 中，对一切《都有 || % II 弈0,则 
{%! \\% W2 ) 就是标准化正交系. 

4. L 2 ( E ) 中任一标准化正交系都是可数的. 

5. 设 {/„ U )} 是 L 2 中的函数列，若有函数/ 6 /人使得对 L 2 
中任一函数 gU ), 都有 

Cb p 

lim f n (jr)g{x)dx = J {jr)g(x)dx , 

n a J a 

• -266 • 




则称 {/ n U )} 弱收敛于 / U ). 

利用内积叙 述为： {/ n UM 是 P 中的函数列，如果存在 / U ) 
e /入使得对任意的 gioo ) e l 2 , 都有 

—► oo 

<Jnjg) - ► 

6. 若 {/„ Cr )} 平均收敛于 / Cr )， 则 {/„ Cz )} 必弱收敛于 
fOc ). 

7. 空间中点列 {/ n } 平均收敛的充要条件是， {/„} 是基 
本列（即 Ve >0,3 〜>0,使得当 m ，”> AT 时，有|| f m - /„ || = 

8 . 有界可测函数类、连续函数类及多项式函数类均在 L z 中 
稠密. 

9 . V 空间是可分的. 

二、广义傅里叶 (Fourier ) 级数 

在 R ” 中，当，…，4是一组单位正交向量时，则任一向量 
a e R ” 可惟一表为 a = +以 2 +…+ ca . 推广到 a 2 空间， 

设{供}是 L 2 中的标准化正交系，则 L 2 中的元可用级数 AOc ) = 

k 

He ⑼ Cr ) 表示 • 

i— 1 

1设{科}是 P 中的标准化正交系 ， /e l 2 , 则称 

* 

Ch = </，钤> = /( x ) 衿 （ x ) cLr ， 是=1，2… 

J e 

oo 

为/的（关于{科})的广义傅里叶系数，称为/的（关于{科} 
的）的广义傅里叶级数. 

2. 设{外}是//中的标准化正交系，/€ /人取定 t 作 /* U ) 

k 

= ，其中义 (/ = 1，2,…，々 ） 是实数，则当 <3/ = = </， 

i ~ 1 

9 Mi = 1，2,…，々）时，使得 II / — /* || 2 达到最小值，最小值为 
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ii / in - 故 

\ 

3. 贝塞尔 ( Bessel ) 不等式设{科}是 l 2 中的标准化正交系， 
且 /e L 2 , 则 / Cr ) 的广义傅里叶系数 { c *} 满足 

f>?< II / II 1. 

4. 黎斯~费舍尔 （ Riesz - Fischer ) 定理设{科}是 L 2 中的标 

OC 3 

准化正交系，若是满足 Sd <〜的任一实数列，则存在/ G 

^ — 1 

L 2 , 使得 

</， 铃〉 = C k , k ~ 1，2广. 

5. 设{科}是 L 2 中的正交系，若 P 中不再存在非零元能与一 

切件正交，则称此{只}是 L 2 中的完全系•即*若/€ U 且</，势> = 
0(^ = 1，2…），则必有 fix ') =0， a . e .. 

6. 设{科}是"中的标准化的完全系，/€ L 2 , 令 c *= </， 势〉 
(k = 1，2…），则 

k 

Hm — / = 0. 

⑺ i=l 2 

7. 设 AU )， 也 U )， …，办(: r ) 是定义在£:上的函数.若从 
a l ( jj x { x ') + a 2 AO ) + …+ a k < p k ix ) = 0， a . e . 可推出 a , = 0 (i = 

1,2, … 4)， 则称函数么 ( I ' = 1，2,… 4) 是线性无关的，对于无限 
多个函数组成的函数系，如果其中任意有限个函数都是线性无关 
的，则称此函数系是线性无关的. 

8. 设{只}是 L 2 中的标准化正交系，若对任意及 e >0, 

存在⑻中的线性组合讲⑴，使得 ||/-^ IU < e , 

/ =i ' 

则是完全系. 

9 . 设£是距离空间，若£中任一无限序列必有收敛子列，则 
称五为列紧的；若对任意/> 6 £，恒有/>的某一邻域 AK /> A ), 使 
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N ( p , d 0 ) 中任一无限序列必有收敛子列，则称 £ 是局部列紧的 
是非局部列紧的. 

10. 设{科&)}是 L 2 中的标准化正交系，/6 A 2 ，{ c *} 是/关 

CO 

于{科(工） } 的傅里叶系数.若等式= II / II i 成立，则称此等式 

Jt = 1 

是/关于 MCr )} 的封闭公式.若 MOr )} 对 P 中任一函数都有封 
闭公式成立，则称 MU )} 是封闭的. 

11. 斯切克洛夫定理若函数类4在 L 2 中是稠密的，若标准 
化正交系 MU )} 对于 A 中每个函数都使封闭公式成立，则 

在 P 中是封闭的. 


疑难解析 

1. 弱收敛与平均收敛有何关系？ 

答 若 } 平均收敛于/(^)，则{/«<^) } 必弱收敛于 
/(X) •反之，不一定成立. 

设 gOr ) e L 2 , 则由许瓦兹不等式有 


b 


g(x)f n {x)dx 


a 




g(x)f(x)dx 


a 


2 


rb 


g ( x )( f n ( jr ) — /( JT))dx 


a 




I 茗 O) | 2 d ： c] * [j* I AO) 


— fix) \ 2 djo 


于是 




gfndx 


n 


a 


gfdx < II • WL-fh 


a 


因为{人(工）丨平均收敛于/，故有 lim || 人 一/|| = ()• 




从而 


n 


lim 

« .CO J 


gfndx 


a 


rb 


gfdx 


a 


即 { AOM 弱收敛于 / Cr ). 


由三角函数系 T 


1 


cosx smjr 


cosnx smnx 




«* • 


是乙 2 


n v ^ V 丌 v ^ 

中标准化正交系及贝塞尔不等式知，对任一标准正交系{與}，有 
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Si </^> i 2 < ii/p 
*=1 

可见 / 关于标准正交系的傅里叶系数的一般项收敛于零.从 
而有黎曼-勒贝格 引理： 

lim /(x)cosnjrdo: = 0,lim /(jr)sinwxcl^ — 0, 

n—►oo J — Tt rt-^cc> J 

即函数列 {cosnd 与 {sinm} 在 L z ([- 7t,7r]) 上弱收敛于零，但不 
平均收敛于零. 

2- 怎样由一个线性无关的函数系得到一个正交系？ 

答 一 般用格兰姆-施密特 (Gram-Schmidt) 正交化方 法:设 
{仏}是 P 中的线性无关系，令 

=— + ^ 2 ( x ) , •*• 

钤 O ) = + a *， 2 科 （ x ) 十…+ + AO )， 

其中 «*,. = — = 1,2, **• yk — 1. 

则{钤}(々=1，2,…）是正交的. 

方法、技巧与典型例题分析 

了解内积的概念，掌握用内积证明一些简单的命题. 

一、 内积与收敛性问题 

例1 证明： 许瓦兹不等式 \< f , g )\< 11/11 - 11^11成立的 
充要条件是/与 g 线性相关. 

证充分性设/与 g 线性相关，即 /=々g， 于是 

I </ ，尺 > 1 = kg{x) • 茗 （ jr)dx = 1 是 | 1^| 2 cLr 

J a J a 

=1^1 * II ^ II 2 = II II * II II = li / II * II ^ II ■ 

必要性设丨 〈/，WI= !l / II - 11貧11.当尺= 0，则/与贫线 
性相关是显然的. 若 gf 0,则对任意的 t 有 

0 ^ II / — % j| 2 = (/ — kg,f ~ kg ) 
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=</，/>— Zk{f yg) + k 2 {g,g ), 

取是二 </, 发 >/ 〈发， ，则上式成为 

0 < II / — 灸茗 II 2 = </’/>— I <f ， g> i z /(gyg> 

=II/II 2 - \<f,g)\ z /<g,g), ① 

依题设 |</^>| - II/II - II ^11 ，将等式两端平方，得 

1 〈/，尽 >l z = II / II 2 • II ^11 2 =>I</^)IV Ull 2 = II / II 2 

II / II 2 - 1</^>17 ll^ll 2 = o. 

可见①式右边为零，于是 II / - ^ II =0 ，即 / = 蚣 . 

例 2 在 L 2 中 证明： 

<fyg) = -j( II / + ^ II 2 — II / — ^ II 2 ) - 
证 |(11/ + ^1! 2 - \\f~gV) 

= —■((/ + + — (f — g ，/ — g)) 

— ~h {gif) + igyf) + if ， g )、 

~ * 4</,g-> = </ 

例 3 设 {/d 为 L 2 中的元素序列 , /e/A 若 II/„ II - II/II 
且 </„，/> -♦ </,/). 证明 ：II /,. — / II — 0(« — oo). 

证 .II /« — / II 2 =〈/» ~ /，/« — /〉 

=II / n II 2 —〈/，/«〉 — 〈/„，/〉+ II / II 2 
-II /„ II 2 - 2 (/,/„> + II /! 2 ， 

依题设〈人 ，/> — </，/〉及 II /,, II — 11/11 ，则有 

lim !| /„ - / || 2 = limdl 人 || 2 — 2 〈人 , /> + II/|| 2 ) 

'I 一 

= 2 || / || 2 — 2 ( 7 ,/) = 0 , 

从而 lim II 人 ~ / |j = 0. 

例 4( 平行四边形公式）设 /,,/ 2 G P ， 证明： 

II 人 + 八 II 2 十 II /i ~ ^2 II 2 = 2( || 7i |i 2 + II fi II 2 ). 
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证 因为用内积来表示范数，即有 

II f\ + /2 II 2 + II /l ~~ f 2 \\ 2 

= </l + /2，/l + 、 /*2〉+ 〈/l — fl ， f\ — ft) 

= 2{f,j x ) + 2</ 2 ,/ 2 > = 2( II /l || 2 + II fz II 2 ). 

在二维实空间中，等式的意义是 :平行 四边形两对角线长度的平方 
和等于各边长度的平方和，所以称为平行四边形公式. 

平均收敛、弱收敛及依测度收敛是不同的概念，有联系也有区 
别.证明命题时，要注意其中的区别.相对于弱收敛,还有强收敛的 
概 念:设 /， 人 €"，《 = 1，2，一，若当/—00时， || /„ - / || 收敛 
于0,则称人强收敛于 /( 或依范数收敛于 /) .称/ 为人 的强极限， 

记做人 而弱收敛是当/，/„ 6 //;«= 1，2, … ，若对每个发 

€ "( l /声 + 1 /g = 1) ，都有 lim f„gdx — Z ^ cLr ， 记做 

例5 在 L 2 中弱收敛于 / 的元素列是否依测度收敛？ 

解不一定依测度收敛. 例如： { sinm } 是 L 2 ([0，<|) 中的元 

素列，对任意的 L 2 ([0，<]) CL([0 ， tt ])， 由黎曼一勒贝格引 
* 

理 ， lim f {x)s\nnxAx = 0, 即 {sinnx } 弱收敛于 Fix) = 0* 但对 

n—ooj [0*iO 

任意的 n = 1 ，2，“.， m (£( jsinm — 0| > 1/2)) > 冗/3,所以， 
{ sinnx } 不依测度收敛于 F ( x ) = 0. 

例 6 设人 ( x ) 是 L 2 中的序列 ，若 f ” 依测度收敛于/， || 人|| 

<k (々为常数)•证明:人 1/. 

证因为 人 U ) 依测度收敛于 /0 O ,所以存在子列 {/ ni U >} 
几乎处处收敛于 / U )， 于是 U )} 几乎处处收敛于尸(: r ). 依法 
都定理，有 

I / IMj < lim [ I /„ 1 2 d ^ < A 2 

J E E 

则 /e L 2 , 且 II /|| d 

下设 £ = ( — oo,oo) ， 否则在 £ c 上，令 /„(.r) = o ， /( ： r) = 0. 
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(1) 先证对 P 中的任意有界可测函数 A ( x ) 有 


lim 


fl—►oo J 




E 


人（ 工） 


j 


E 


f {x)g l (x)dx^ 


由于 ^ l (^) G A 2 , 所以 v £ > 0,3 M > 0 ,使得 


广 


\ t\^M 


\gi \ z dx < (s/( 4 々 ）） 2 , 


于是，由许瓦兹不等式，得 




x 1 


\fn — f\ # [^1 \dx 




< 




| A -/ I 2 dx 


1/2 




I 芨 il 2 dx } < 

\ x\^M > L 


设 \ gM \ <5,£, = [— M ， M ]， 记 KCiA —/| > a ) 为£ 
EA \ fn - f \ <幻为£ 12 ,则对任意的0 0， 


11 




E 


\fn — f\ ^ 1^1 I ^ 


E 


n 


(/,-/|.kJdx + j £ J/ fl -/|.^|dx 






<5 


J 


E 


\fn — /|dx + StT • W(£i) 


11 


<5 






E 


\L~f\dx 


1/2 




1/2 


n 


j 


E 


dx ) + * S<y • ui ) 


ii 


< 2 kS { m { E u ) Y n + 2 MSa m 
取(7<£/(8脱5)，固定0，因为1〖111饥（£ 11 ) 




0,所以存在 W ， 使得当 


n-^co 


n > A / 时， twCEu ) < ( e /(8^ S )) 2 . 于是，当 n > iV 时 






|/« — /I • |^i |dx < — + 4 


£ 


r 


£ 


fng X d 


X 


£ 


/ 发 idx 


< 




E 


I 人 —/ 卜 \ gl \dx 




I 人 — /I • l^jdx 


E, 


\f n -f\ - kildx 


_ 
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_ 




<C g/2 H~ ^/2 — 


r 


即 


lim 


«■ 


E 


fngldx 


J 


E 


/ 贫 id 二 


弱 


(2) 证人 

任取一 gU ) e L 2 , 知 Ve >0, 在 L 2 中存在有界可测函数 
尽 iU )， 使得 \\ g ~ gi II < e /(3 A ). 则由 （1) 知，存在 W ， 当《 > W 
时， 


E 


ifn — f)g\djC 


<e/ 3 . 


于是 


E 


ifn — f)gdx 


< 


£ 


fn * (g — glHx 


E 


ifn — /)《ldx 




E 


(gl — g)djr 


^ II 裒—片 1 




|| 人 || +e/ 3 + ||/|| - || ^ - ^ || 


< e /( 3 k ) • A + e /3 + 々 • e / (3 々） =e ， 


即 


lim 


« 




由尽 6 P 的任意性知，人 


fngdx 

t 

弱 


J 


E 


fgdjo . 



0, 


x = 0, 


例 7 设 fix) = 0, 且 /(jt) = s/z, 0 <C x <C 1/rij 


10^ l/n < x < 1. 


证 明：在 L 2 中， lim/, = / 不成立 _ 


n 


证在 [0 ， 1] 上，显然有 lim 人 (jt) = fix). 但看做 L 2 中元素 


n- 


时，有 




n 


\f n (x)—f(r) | 2 dx 


1/2 



n 


~{n 


)， 


所以 lim/ 产 / 不成立 , 



例 8 设人 U ) 依测度收敛于 / Cr )， 若{人 Or )} —致有界，证 


明：{/ n (x) 丨弱 收敛于 /(:r). 
证任取则有 


rb 




a 


rb 


fMg 




a 


n 


(f n — f)gdx 


a 


<ll/” 一 /II • iuii 


iigii 




n 、 1/2 

IA-/I 2 dx 


① 


a 


rs 




依勒贝格有界收敛定理，有 lim (人 一 /)dx = 0, 从而由①式，有 


lim 


rt 


FT 




fngd 


a 


x 


a, 


'6 


fgdx, 


a 


即 {AOr)} 弱收敛于 /Or). 

例 9 如果</^)}在//中弱收敛于/(： 1 ；)，且||/ |1 || 

证明； {fn(x) } 平均收敛于 /(X). 




II / II , 


证 


rb 


(A — /) 2 cLr 


a 


rt 




P n djc — 2 


a 


b 


fjd 


X 


a 


，b 


Pdx 依题设 


a 


II /” I 


ii / ii ，故有 


rt 


fid 


a 


又 {/] 


弱 


X 


rt 


All 2 - WfV 


rt 


Pdx . 


a 


rh 


/，则 fjdx 


4 / 


a 


Pdx . 由第一式 


a 


rt 


(/« — fy^x 




Q 


b 


f^dx — 2 


n 


A 


/M 


rt 


x 


■/ 




尸 d 


x 


0, 


a 


即得 


lira 


rt- 


^6 


Q 


(fn — fYdx = 0, 


也即证明 { AU )} 平均收敛于 /( X ). 


附注： 本例中 {/« U )} 


弱 


f 的条件一般是不可去掉的 _ 若只 


假定 II /, II — 11/11，得不出 IIA -/ I 1 — 0, 

因为， 若取人 (T) = 1 + l/n,x G [0,1]， 


fix )= 

则人， /6 P [0，1]， 且有 


1， 1/2, 

— 1 ， 1/2 < CL 
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|| f n || 2 = (1 + l / n) 2 dx — 1 = P ( x)dx — [| / || 2 , 

Jo J 0 

即 II /,J — !1 / il • 但是 

，i ri /2 ri 

(/«—/)Mx= (l + l/^-l) 2 dx+ (1 十 1A —1)M ： t42 ， 

^ 0 « o « 1/2 

可知 \\f~f\\ 不趋于零 . 

例 10 设 L ! 是 0,6] 上满足条件 

|/(x) \^：k ♦ a. e. ， [a ， 6] 

的平方可积的可积函数作成的集合，证 明: / J 是 U 的一个闭子集， 
且在 U 中序列平均收敛于 / U ) 的充要条件是 ACr ) 依测 
度收敛于 / U ). 

证 （1) 先证是 L 2 的一个闭子集，即 证:若 Wx ) 是 ZJ 的一 
个聚点，则 〆 • rWU . 

由聚点定义知，在 / J 中有一列函数 ( AU )}, 使 II fn~g II - 
0,则必有子列 {/ nt ( x )}， 使得 { 八（工） } 一尽 ( 工），&.匕在|>，6]上. 
因为1人 4 (工）1<1 &. 6 .在|>，6]上，取极限即得 

1^(-2") a. e. , 

即 

(2) 证充要条件 • 

必要性对任意 a >0, 令凡 (妁二 U : I 人 U ) — /( x )|>4, 则 

* 

\f n {x) —fix) | 2 cLr> 1 2 djr^<r 2 w (A„(<r )). 

Ja J 〜⑷ 

因为{入（: r )} 平均收敛于 / Cr )， 故上式左端收敛于零，而右端 
m (九 ( cr ))—0( n ~^ co ) ，所以 /„(* r ) 依测度收敛于 /(* r ). 

充分性 设人 Or ) 依测度收敛于 / Cr )， 如 （1) ，有 / Lr )€/ i 对 
任意 〃>0,令 

E „(( j ) = { jr ： \ f n — f\^<y \ ，石„(<7) = [ a ，6]\ E „(< r ) ， 

则 ri/«—/iMx=(' i/ n ~/i z dx+f \f~ivdx 

Jtf J E n (c J B u (a) 
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f* 


< 


t/ 


\ ⑷ 


rb 


\fn—f\ 2 dx-h 


a z dx 


~ \f n — /| 2 d.r + ^ 2 (6 — a). ① 

J E {c) 

因为 limm (艮 (< r )) = 0 及|人一 / I 2 可积，则由积分的绝对连续性， 
V e >0,3 5>0,使得当时，恒有 


| 人 _ /| 2 dx 〈 e/2_ 

J e 


又对上述存在 w >0, 当时，有 / n (仫 (< r ))<3, 于是，当 
m > N 时，有 


I 人 一/| 2 dx < e /2* 

J E n ic) 

选取 h 使 cr 2 (6 — a )< e /2, 从而当时，由①式得 

\fn 一 /| 2 da:<| + |o» 


即 lim ||/ n -/|| -0. 证得 {/„ Cr )} 平均收敛于 /( x ). 

n-^oo 

例 11 设 /, 人 eZ /(/>> l )，/„ — /， a . e .. 证 明：在 // 中， 

A 的充要条件是 II All II / 

证必要性 由 Ml /- I — 11/ U < II 人一/ II ,即得. 
充分性 V e >0, 因为 /6 IA 即 I / K 6 L ， 故存在 I 使得 


|/( 工 ） \ p djo 

J 



\ip 


设 £:。 =(— 的，一 WU (々 ，⑺），因为 II /" 11/11 "且 /"— /， 

a . e . ，则有 


r 


B 


\L\ p d 


up 


x 


o 


E. 


i/rd 


Mp 


X 


于是，存在 iVt ，当时，有 
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从而 




E 


\f n —f\ p djo 


o 


< 


i* 


E 


\L\ p d 


up 


X 


o 


E 


I / 1 


0 


vp \ p 


〈音 


因为 II / n IU — |j / , 所以存在 , 当” >iV 2 时 ，有 || A IU 

<11/11 f +1- 又 e . ，所以在 & = [— 走，々]上/„依测度收敛 
于/_这时，对正 数0<£/(狀）， 存在 7 V > AT 2 , 使得当 W > AT 时， 


m { E x { |/„ —/|>a))<e/[4(2 II / H+l )]， 


r 


得 






\f n — f\ p dx 






X 


W / IO ) 


\fn~f\ P d 


X 




O • m ( J ^) + (2 II/II $+1) • 

<e/4 + e/4 = e/2 ， 


故当 n > N 时，有 


r 


r 




E 


\f-f\ p dx 




E, 


\f n — f\ p dx-^- 


E, 


\f n ~f\ p dx 


<e/2 + e/2 = e ， 


即 II A —/ II ?—0. 也 就是人 


强 


例 12 设是 P 中的序列，若芝] II/JI <^，则 L 人 


« — 1 


n 


收敛. 


证令+ A + …+人，于是 


S n — S m I 


ft 


1 


n 


S 人 < S ii /； ii 


-*n 4 1 


<2 ii /, 


0 (//2-^cxj ) # 


，!+ 1 


从而，是基本列.又由于 l 2 是完备的，因此必收敛，所以 


CO 


人收敛 


n - r 


* 
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例 13 设 E 是距离空间 MC £，4/ Cr ) = i n f { dix . y ) 丨， 证明： 

ye 4 

/( i ) 是连续函数. 

证 只需证明：若 d ( X „ ，: Co ) — 0, 则 I / Cx „) — / ( jTo ) |—0 (w — 

oo), 

设 { x n } QZE ， x 。G £，且 < i ( A ， j ： o )—0( w 4 oo ). 任取 jyG / I ，由三 
角不等式，有 

dix n fy )^ d ( x n ^ x 0 )-\- d ( x 0 jy ) * 

于是 inf { d ( x nJ y ) , x 0 ) + inf { d ( x 0 jy ) } ^ 

A A 

即 f ( x n , x 0 ) f ( jr 0 )=^f ( jr n ) — f ( x 0 )^ d ( jc „ jjr 0 ), ① 

同理 / ( x 0 ) —f ( x „)^ d (. x „ jJo 0 ). ② 

由①，②两式即得 

i/(-Z n ) — f (J：0 ) I ^ ： d(.X„yJ ： o)-^0(n^Oo ), 

故 / U ) 是连续函数. 

二、正交系问题与傅里叶级数 

研究标准正交系就是研究 L 2 空间的坐标系 问题. 要认真理解 
标准正交系的概念，标准正交系的封闭性与完全性以及它们之间 

CO 

的等 价性. 要掌握贝塞尔不等式 （ 和巴塞瓦等式 

1 

oo 

(li/ll 2 )- 

例 14设{只}是 L 2 中的标准正交系， 证明： {只}中任意有限多 
个元素都是线性无关的. 

证 设只,，％，…，％是中任取的有限个元索，要证《,% + 

心势 7 +…+〜妗=0的充要条件是〜=0! 2 =山=〜= 0. 

充分性是显然的.现证必要性.设 

+ a z (pk t ^- h = 0 ， 

贝 1 J 0 = <a 1 ^ i 4- 4- 

= <4,<94 川，科川 >，/ n = l ， 2,… 
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因为 {件} 是标准的，所以 〈矜 m ，? U > = l，w = l ，2 r "， n ，从而 a m = 0, 

w = 1 ， 2 ，… ， n. 

例 15 设(科}是/?中一封闭标准正交系，/6/?， 证明： 对任一 
可测集 £0>，6]，/ Cr ) 关于{科}的傅里叶级数在£上可逐项积分， 
即 






f ( x ) djc = 2_^ 


-1 


j 


铃 （ x)dx ， 


其中 O 为 / Or ) 的广义傅里叶系数 


证设 〆 :0是£上的特征函数，即 

0，[。，办]\£， 

1 ， xd 


贫（ 


则 gCr ) GL 2 . 于是，有 


j 


/(x)djr 


f { x ) g ( x ) dx = ^ y \ a k b k 




2( /(*^)9\(j ： )clx) ( f g(x)<Pk(x)d. 

l 一 i \ J « f ^ J a 




r 


ZjC k 钤 (x)dx ， 


4 / 


可见， / Or ) 关于 { 科}的傅里叶级数乏>*只（^)在£上可以逐项积 

1 

分. 

例16有限函数系在 L 2 中不可能是完全的. 

证 设 F ={ A ， f 2 ，…， f N } 为 IJ 中的有限函数系，不妨设为线 


性无关系. 

用施密特正交化方法可作出与 F 等价的标准正交系 
吟，"_，叫.}，0与尸可互相表示，且同为完全或不完全的. 

若 n 为1/ 中的完全系，则亦为封闭系，故对 L 2 中每个/，均可 


N 

表为 D 的线性组合，即/= y ^ jCkCOkU ' k ^ ( J \ co k )) 


勢 


下面证明"中最大线性无关函数组所含函数个数不超过 N ， 
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从而得出矛盾 . 

设奶,仍，…，为/- 2 中任意一组线性无关系.它们都 
可用 D 线性表示，设有 


(Pi—Un^} + <2 12 ⑷ 2+ … ⑴ am 
<Pi — a 2 \^\ + a 22 ^ 2 + ••_ + a 2 A ^^ 1 


_ 

* 

■ 


由于矩阵 


fm = 

a m \(0\-\~a r 

nl^Z^ - h 



a u 

… d\N 


^21 

* 

* 

a 2Z 

• 

華 

… <^2N 

• 

* 


_ 

• 

^m2 

4 

… <^mN 




XN 


的最大秩为 N ， 即其⑺ 个行向量中至多有 iV 个线性无关，其他的行 
向量可以用这 W 个线性无关的行向量线性表示.从而知函数系奶， 
仍， …，％ 中至多有 N 个是线性无关，即 L 2 中任一函数系至多有 W 
个是线性无关的，这与 L 2 中存在含有无列个线性无关函数的函数 
系的结果矛盾.于是得出有限函数系 F 在 L 2 中不可能是完全的. 
例17设 { o ；*(： c )} 是一完全的标准化正交系，若{科(: r )} 是 A 2 


中满足[叫 U )- 科（ X )] 2 心<1的标准化正交系， 证明: 
{科(: T )) 也是完全的. 


证依题设，有 

00 ⑴ 疒办 

2 II It 2 = 2 ( 叫 — ？ 0 2 心 <1 ， 

k = \ a 

设沪 6 人 2 , 且 <p ， 科， 2 ，…，则由 

<§?，叫〉=〈9，铃> + <%叫一妗>=<^>，叫一 衿〉， 

有 | {(p,(O h ) \ 2 = \(<p,(o k — ^) \ 2 ^\(p \ 2 • || (Ok — cpk tl S 


21 〈％叫 > i 2 < ii Hi 2 • 2 ii ⑴厂科 ii 2 - 
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若 <0, 则 II 2 >0. 在题设条件下 

2 I <^^*> I z < II ^ II 2 • 2 II ^~~9k II 2 < II 9^11 2 - 

k~ 1 ^ ~1 

而{叫}为完全系，也是封闭系，应有 

CO 

II 9^11 2 = 2 I <P ， 叫〉 I 2 ， 

oo 

从而得 II f II 2 = 2] 1 <9,叫 > | 2 < II pll 2 ， 

k~ 1 

这是不可能的.故必有 P =0， gp {9^} 为完全系. 

例18设是 L 2 中一标准正交系， U *} 是一族常数， 证明： 
下述条件是等 价的： 

OO CX 1 

(1) ^ a k € k 收敛； ⑵2丨心 I 2 收敛； 

^ ~ 1 ^ — 1 

(3)存在_3：61 2 ，使<3*=<：1：，6*>. 

证 G ) 先证 （1) 与 （2) 等价.令 

S „~ aie \ + a 2 £* 2 + … +<2„ e n ， 

o n = |ai | z + | a 2 | 2 + …十 |«3„ 1 2 . 

由的正交性，则对任意的 w 及 w 〉 w ， 有 

li Sn Sm || || ^ m + l ^ m +1 t ^ m +2^ m 4 2 ! ’•• I ^- n^n |j 

~ | a m +i 1 2 + \ a m +2 1 2 + … + I <2« 1 1 —^n — 

因此，是基本列的充要条件是 {〜} 为基本列.又因为 L 2 及实直 

OO oo 

线 r 1 都是完备的，所以证得收敛的充要条件是 S 1〜| 2 收 

*=1 k=l 

敛- 

« 

( ii ) 证 （2) 与 （3) 等价. 

C^i oc oo 

设 S hi 2 收敛，则由 ⑴知， 5>心亦收敛，设 Swfi ， 令 

k~- I 1 it — 1 

)=1，2广*，々 ik^n 固定） 
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由假设条件，知由内积的连续性 

a 产 （ S n ， ej) — (x ， ej) ()< 々）， 

当 oo 时 ，々(< n ) 也可以任意大，所以 a ；= ixjCj ) > y = l ，2，〜. 
即由②③.下证由②， 

oo 

设〜=<1，^>，由贝塞尔不等式，知 I 〈: r ，^>| 2 收敛.由② 

^=1 

oo 

O ③过程知，收敛 • 


又由 （ i ) 知②与①等价，从而 5] |〜| 2 收敛. 

失=1 

例19设{科}是 L 2 中一个标准化正交系，/^/^，…七，…，〜 

I n 

为《个实数，证明 •• f — Tj 碟 当且仅当々=〈/，只〉幼=1，2, 

1 

… ，/ 2) 时取最小值. 

证记 Q =〈/， 科 因为 


</— ^]c h (pk,(pj) = {f ,<pj)—Cj = Q, j=l ， 2 ， *" ，月 _ 

*=1 


于是，知 /— Yj Ck ^ 与灼 C / = l ，2, …， n ) 正交，从而与灼的任意线性 

t — 1 

组合正交.所以 




故当且仅当〜= G ， A ^ 1，2，…，《时， 

/— 2 ⑽ • 

丨二1 


n 


f- 2 ⑽ 


达到最小值 
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例 20 设 M 是 L 2 的一个子集， Mi 表示与 M 中所有元素都正 
交的元素的集合，即从丄={貧 ： </，发> = 0，对任意/€从}. 证明： M 丄 
是 L 2 的一个完备子空间. 

证 （1) 先证是线性子空间.设则对任意实数《 
及任意 = 有 

( j ：-\- ay ^ z ) = ( x ^ z )-\" a ( y ^ z ) = 0. 

即 x + aeM 1 ，故 M 1 是一个线性子空间. 

(2) 再证 M 丄是闭的•设: r 0 G(M 丄）'，则有匚如丄，使得 limL 

rt— 

= Xo. 任取:由内积的连续性知，<1。，3；〉= 1〖111<:^，3^ = 0，于 

是， &6M 1 . 因此 A/i 是闭的. 

由 （1),(2) 得 A/ L 是 L 2 的一个完备子空间. 

例 H 证 明：标 准化正交系至多是可列的. 

证 V 中存在稠密的可列子集，…}于 L 2 中 
稠密.设^2={叫,《€/}是1 2 中的任一标准化正交系，则当《关/?时， 
有 

|| (O a ~CO fi II 2 = II o>„ II 2 + II (Op II 2 = 2=> II co a — (Op II = V~2. 

对每个叫 ue/)， 由于2与 l 2 稠密知，必有^]，使得 

I 

II fn — 叫 || <£• 取£< /4.则当0^芦时，有 

II /〜 — /”# II > II 0) a ~(O fi II — || (ii a — f„ a II — II — II 

^ \^2~ _ ^2 /4 — / A — >/^2 /2〉0* 

即知人关/%，说明不同的叫 J) 对应于不同 的人. 从而知 i7= 

a p o 

{%，《€/} 与 2] …丨的一个子集对等，则 D 至多是可列 

的. 

例 22设 { a^(x)} 是[«，6] 上 封闭的标准化正交系，则在[>，幻 

OG 

上关系式 Hai!(：r) = oo 几乎处处成立. 

k~ \ 

证用反证法.若不然，有川 ([ r: 乏>4(了)<〜丨）>0_于是， 

I 


礞 
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必有 M > 0,使 m ( { x ；^ colU )< M }) > 0 .记 // = 

k = 1 

oc 

{^： ，则 W (//)>()• 

k — i 

取 /_/ 的子集 //* ，使 0<，《(//*)< l /(2 M )， 在 [a j ] 上定义函 
数 


/U)=(^ 灿 •’ ( 綱 ) 

0， 


则 


ll/ll 2 


rb 


rb 


f 2 (x)dx = A z • m (H * ) ? 


^ r \ 2 
/ (x)a) k (x)dx I = 




f* 


H" 


Ad) h {x)&X 


2 


A 


r 




H 


0J k (x)dx\ ^A z m{H ¥ ) 


r 


H ， 


(ol(x)dxy 








ojl(jc)dx 


H 


A 2 m(H 


箐 


4 / 


r 


H 


• ( XX ( x )) d : 


<A 2 * m(H* ) • M • m(JT )<4rA 2 m(H^). 


而 II /|| 2 = A 2 m ( H 9 )>~ A 2 miHn > J^aU 

乙 *=i 

oc 

即 II/II •这与 W (： rM 是封闭的标准化正交系假设相矛 

1 


盾，所以必有 m [ E [ x ； y ^ gjl ( x)<oo } ) =0, 

k~ I 

oc 

例 23 设三角级数系 _+ D (〜 cosAx 十心 sinD 在任一正测 
度集 E 上收敛，证明心= 0, 

是 - k-*^oc 

证 由题设知 ， lim (山 cos 々 jr +6 *sinD =0在 £ 上成立，令 n 

k-*- fX' 

= (dw ) 1 2 ，则存在久，满足 
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a k coskx-\- bksinkjc = r*cos ( 々 工 + 氏 ） • 

若 ai ， bi 中有一个不收敛于零，即 r *— OU — oo ) 不成立，则必有 
子列{々|_}及正数 a ，满足走1<是2 〈… ，且当工 e " E 时 ，有 COSiykid 

+久） — oo ). 因为 | c 0 s 2 a ,： c +< v ) i < i , 则依有界收敛定理， 

1 r 

有 

r 

lim cos 2 (kiX^\-dk^)djr— limcos 2 ( ^, x+ Ok .) dx — 0» 

t-^oo J E 1 J E 


但是 


cos 2 (^x+^*)dx 


4 / 


r* 


J 


[1 + cos ( 2^x+ 2dk ) ]d. 


(£)+cos(2 氏） 


cos Zkxdx —sin ( 2 氏） 


j 


sin2 是 xd:r. 


/• 


因为 


cos ^ xdx , 


j 


sinhcLc 是£的特征函数的傅里叶系数，由黎曼 


勒贝格引理知 


W 


r 


cos 2^ xdx —► O ? 


4 / 


r 


sin2 々 xdx-^0. 


从而 limj cos 2 {kx~\-8k)dx= —m(£)!>0, 

得出 矛盾. 由此得出，当 co 时，❼ —0，~—0. 
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